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Hay algunos importantes concepios que son hey de uso frecuente en
aumerosas clenciss positivas y que Henen en la 14zics formal ol lugar de
su primera introduccidn v aclaracién. Se bate de conceptos como los
de sistema deductive, algoritmo, modelo, funcidn, estructura. Fsa primera
aclaracién que se encuentra en la légica es, desde ! iuego, muy general, y
los conceptos en cuestién toman en las diverses ciencias positivas que los
usan connotaciones especificas, Pero una introduceidn formal a esos con-
ceptos en el marco de una iniciacidn a la légica es probablemente Al
en en el espiritu

para toda formacién clentifica que quiera educar
de la teorfa. La priccipal motivacién con que ka sido escrito este manual
es la de suministrar un texto introductorio que, a diferencis de lo que
muy naturalmente suele ocurrir a los libros de ldgica, no presuponga en
sus lectores ningtn interés especial por 1o flesofia ni por la matemdtica,
nh menos una educacidn universitaria en silas, El lector tipico tenido pre-
sente es mds bien el estudiante de nuestras facultades de ciencias positi-
vas (naturales v sociales). Esto puede dar razdén del cardcter ingenuo de
Ia informacidn v las discusiones sohre temas Bloséfcos ¥ matomaticos, asi
como del abandeno de venerables doctrinas tradicionales ( {por ejemplo: de
la renuncia a un tratamiento sustantivo de la silogistical.

H
£

Lo que aguf so pretende en sustancia es servir & Iz introduccidn del

estudio de la légica fuera de las secciones de Siosofa ¥ de matemdticas,

Salvo en las Facultades de Cienciag Fcondmicas, que cuentan con umos

Fundamentos de Filosofie. en su primer curso, no es adn nada fhedl al-
.

citm podria con-
! con alguns

canzar ese deseable obistive. Tal vez unz modssts 3ol
}

sistir por shora en cursilios Wimestrales o cuair
los siga

se}eccmn de temas como la compuesta por baphuios. I 1L,



I, 1V, v, VII, X1V, XV, XVI, XVII, XVIII. {Esta reduccidén acarrea la
supresién de derivaciones caleulisticas en los caps. XKIV-XVIII, que habrd
que suplir con razonamientos informales de los que se dan varios ejemplos
en el capitulo XV.)

El Dr. D. José Lébez Urquia, catedrético de Matemdticas de las ope-
raciones financieras en la Facultad de Ciencias Econémicas de Barcelona,
ha tenido la bondad, que le agradezco, de leer el texto en pruebas v su-
gerirme retoques de interéds didéctico que he levado a cabo en la medida
en que lo permitfan los limites de espacio y de contenide impuestos al
manual.

M. 8, 1.

Barcelona, octubre de 1964,
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Carlrure 1
NOCION DE LA LOGICA FORMAL
Los capitulos 1-111 de la Primera Parte considernn algunas cuestiones

de teorfa de las ciencias que son interesantes para zar la lbgica
formal. El capitulo 1V ofrece unos instrumentos dei 2 tgico,

i, Come se earacterize wns clencia, — La logica formal es una de las
ciencias que estudian el conocimiento. No es la Ynica que tiene ese objeto:
desde otros puntos de vista estudian también el ¢ o olras disci-
plinas, como la metodologiz, la teorfa del conocis temologla, la
psicologia del conocer, Es corrients que un mismo ™ o maierial” — que
puede ser un conjunto de cosas, v un grups de he ée acthdades—
sea estudiade a la vez por varias clencias, sin que lojen de tener
por esa coincidencia temas bien d@fmgm?ﬁp% Ast, por sfemplo, un acto
de los que los juristas laman “compraventa’ es *‘CE?“BJ} de interés para el
derecho, la ciencia econdmica, la sociclogls, v sin duda tambidn para la
historia, la psicologia, ste. Fiste es un hecho obvio gue no amn la atencidn,
v el referirse 5 41 pu‘,ée parecer ocioso. Pero a pesar de su tivialidad el
hecho tiene cleris significacién para la teorls de :, pues permite
ver que lo que caracteriza plenamente & una clencia, vna investigacidn o
una teoria no es el objetc material estudiado — seguraments compartido
con otras varias clencias o tzorias —, sinc el punto de vista desde el cual se
va & considerar dicho objeto.

Este punto de vists, que suele amarse ‘objete forma?, es fruto de una
abstraccidn. Abstraer significa aislar mentalments, Todos los datos aparen-
temente simples que recibimos en la consclendia rem replejos para Ia
posterior reflexién: nunca tenemos, por ejemplo, a sensacitn de
color, sino que toda percepcitn de color “contiene” o tiempo, y por
lo menos, dates de extensidn y de duracidn, de sspasic v de Hempo,
Abstraer es tomar algung o algunos de los elem {poz giemplo,
el color), prescindiends mentalments de los dew

Se habla propiamonte de abstraccidn cuande 1& op

b /1

n de fomar
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algo del dato y prescindir del resto se realiza a un nivel mental lo suficiente-
mente elevado como para que el acto sea consciente y pueda ser voluntario.
Pero la base de esa operacidn, la seleccidn de noticias del mundo, es un
hecho fundamental de la sitnacién del hombre en Ia realidad. Ya nuestros
sentidos operan con sus umbrales de percepcion una seleccién que define
la gama de los estimulos y cuyo resultado es el aspecto cotidiano comin
del mundo, el cual, por ejemplo, no tiene radiacion ultravioleta. Por eso
se ha dicho a veces, usando de un modo amplio Ia idea de abstraccién, que
ya nuestros sentidos abstraen. Lo cierto, en todo caso, es que ya por nues-
tros sentidos nos encontramos sometidos a la necesidad de conocer el
munde del dnico modo como puede reflejarlo algo limitado como es nuestra
capacidad de conocer, a saber: fragmentaria y simplificadoramente, sin tener
consciencia concreta total practicamente de nada, sino generalmente sélo
noticia abstracta.

Probablemente es demasiado vago decir que los sentidos abstraen. Pero
no es necesario llegar al conocimiento cientifico para encontrarse con la
abstraccién en el sentido propio de una operacién intelectual mas o menos
consciente por la cual se toma del dato complejo alguno o algunos compo-
nentes, prescindiendo de los demés. El lenguaje comiin, vehiculo del pensa-
miento cotidiano, opera a determinados niveles de abstraccién, Todo nombre
comin es un abstracto en sentido 16gico, y no sélo los nombres que llama
abstractos la gramitica, como ‘bondad’, ‘maldad’, etc. También ‘perrd’,
‘mesa’ o “4rbol son abstractos. El perro no es ningén dato de los sentidos.
La idea de perro estd obtenida por abstraccién, prescindiendo de muchos
elementos de ciertos complejos de datos. La imposibilidad en que estamos
de percibirlo todo, e incluso de pensar todo lo que llega a nuestra percepcion,
hace de la abstraccién la operacion inicial y basica del conocimiento pro-
piamente dicho, cs decir, del saber consciente y susceptible de comunica-
cién v discusion.

Los términos “perro’, ‘mesa’, “arbol’ no representan directamente ningan
dato de los sentidos {sino una abstraccidn) cuande se usen come nembres
completos y refiriéndose a su significado, come, por ejemplo, en la expresion:

el perro es un vertebrado.

Cuando se usan como parte de un nombre propio, el nombre propio com-
pleto puede representar directamente un dato de los sentidos. Por ejemplo:

este perro es. de Juan,

Un término puede también representarse a si mismo come dato de los
sentidos. En este caso se dice que ese término es & la vez usado y mencio-

nado. Por ejemplo:

perro es bisflabo,
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Se ha convenido en que lo correcto es escribir entonces:

R

perro” es bisflabo.
In éstas deben
s en una linea.
¢, COMO OCurTe

No obstante, prescindiremos de las comillas simples o
aplicarse a expresiones que, por destacarlas, se p&“gq 0

Por dltimo, un término puede ser mencionado v no w50
con el término "hombre’ en el ejemplo siguiente:

la palabra castellana que significa Homo o = es bisflaba,

Esta terminologla {"uso’ y ‘mencién’) procede de W. V. O. Quine,

La abstraccién cfentlfica se diferencia de la vulgar en que se orients
por los fines de la investigacién, por el intento sistemético v critico de reflefar
lo més adecuadamente posible la realidad. Como la renlidnd rebasa ampha-
mente por su complefidad Is capacidad de conocimiento del hombre, ocinre
paraddjicamente que la abstraccién cientifica, para roflefar cada vez mds
adecuadamente la realidad, tHene gus adoptar frecumm te formas muy
artificiosas desde el punto de vista del sentido comtn, nese a no ser la razén
cientifica mds que sentido comin criticarnents afinade, La eapacidad vulgar
de abstraccién estd en efecto educada en las abstraceios idas con
el lenguaje étnico maternc, El lenguaje étnico no usa Lf‘m‘;ﬁ(‘,if;ﬁﬁd de
abstraccion que la necesaria para tratar con las cosas : eas que nos
rodean en la vida cotidiana. (A cambio de ello, el leng comtin eg mucho
més apto que el clentifico para recoger experiencias directas de la vida
subjefiva.) La ciencia, en cambio, tiene que enfrentarse con zomas de la
realidad cuye accese s mas dificil, Por eso Hene tambidn Gue construirse
niveles y tipos “artificiales” de abstraccidn. i

La abstraccién —y especialmente In clentifica — no es, en efecto, un
hecho exclusivamente pasiveo, una recepeién de elementas gue estuvieran
naturalmente separados en la realidad, Para distinguir, entve los elementos
o aspectos de un dafo complejo, aguellos que son inte: tes o Importan-
tes de aguelk)s que o lo son, hay que ir guiados ya por idens previas, por
abstracciones previas: nada es importante sino desde to de vista.
Asi, por ejemplo, el hecho de gue ante el acto de comy el economisia
se sienta atraide por unos aspectos y el jurista por ne ss expfica
exclusivamente por una receptividad pasiva, sino por la suma de esa Tecep-
tividad pasiva mas la circunstancia de que uno y otro han puesto activa-
mente unos puntos de vista selectivos que dejan prsar unos aspectos de Ja
realidad y excluyen otros. Igual que al flirar wn 1 Ia abstraccién
hay siempre uns intervencidn activa del hombre, mo la posicidn,
mds 0 menos consciente v voluntaria, de un Blive,

E§io es muy ‘»;15}?}1(—: en el uso cientifico de la abstraccién; pero Ia situacidn es
esencialmenie la misma en todo caso. Tampoco las absir: propins del len-

2. = INTRODTCRIEN A LA LOGICA



16 LA LOGICA FORMAL Y LAS CIENCIAS REALES

guaje étnico de cada cual son naturales, pues ningin lenguaje es natural como
pueda serlo un animal o una planta. El lenguaje es un producto de la cultura, al
mismo tiempe que una condicién de la misma. Asi también el practicar una abs.
traccién presupone la existencia de otras abstracciones previas que gufan Ia opera-
¢ién, determinando el punto de vista de ésta.

En la filosofia de la cultura y del conocimiento se presentan frecuentemente
probiemas come ésos, gue recuerdan e} de la gailina y el huevo: jqué fue antes,
una actividad ahstractiva — que presupone abstracciones previas —, o unas abs-
tracciones “previas” - que presuponen alguna operacién abstractiva —? la solo-
¢idn de estos problemas no se encuentra quedandose dentre del estudio del cono-
cimiento como cosa aislada, sino que debe hallarse probablemente por una via
en la que colaboran varias disciplinas, biolégicas, fisiologicas, psicoldgicas e histé-
ricas: el conocimiente no es toda la vida del hombre; el “primer” trato de la es-
pecie humana con la realidad exterior no ha sido seguramente tedrico, sino préc-
tico, mds o menos come el de los demds animales superiores. El “conocimiento”
del munde que tienen éstos estd seguramente orientado por las necesidades de su
actividad bioldgica. Ahora bien: la sctividad bioldgica més especifica del hombre
es el trabajo, quo da de si no sélo la estricta conservacién o reproduccién de la
vida, sino, ademas, la produccidn de las condiciones v medios de la vida. La acti-
vidad precisamente intelectual de la abstraccidn ha ido presumiblemente prece-
dida por esa actividad préctica, cuyo desarrollo y Bjacién, a través de la formacién
de esquemas o “estereotipos dindmicos” hereditarios en la corteza cerebral
{Pavrov), habrd suministrado al hombre las primeras "abstracciones”, orientado-
ras de las sucssivas y ya conscientes.

Aunque ninguna abstraccién sea natural (espontdnea) ni totalmente pa-
stva, sino siempre fruto de receptividad y actividad, puede decirse que el
pensamiento cientifico tiene la peculiaridad de hacer conscientemente de
dicha artificialidad de la abstraccién un instrumento de conocimiento.
Asi lo hace ya el pensamiento cientifico, una vez conseguida alguna apre-
ciable cantidad de conocimiento, para establecer el punto de vista, el ob-
jeto formal o las abstracciones bésicas que caracterizan plenamente a una
ciencia, invesligacién o teorfa. Su andlisis del objeto a estudiar es més
agudo y menos “natural” que el andlisis “esponténeamente” hecho por
el pensamiento comiin segin las abstracciones de los lenguajes étnicos.
(Las dos palabras entrecomilladas no deben, como se ha visto, tomarse al
pie de la letra.) Asf, por ejemplo, el criterio cientifico que permite definir
a un vegetal por la propiedad de ser autéirofo (supeniende que baste ese
criterio), ¢ el de definicién de una sociedad (la feudal, por ejemplo) por su
estructura, por la presencia de determinadas combinaciones de clases, ins-
tituciones, reles, ete., no coinciden exactamente con las correspendientes
representaciones del lenguaje comin. Los abstractos cientificos ‘vegetal
y ‘estructura social’ estin construidos bastante artificialmente, no sélo eli-
minando rasgos de los vegetales concretos y de las sociedades concretas,
sino, ademds, componiendo o sintetizando los rasgos recogidos segin clerto
orden de Importancia.
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Puede observarse que los absiractos “vegetal ¥ ‘estructura social’ son
das ejemplos de lo que hemos Hamado “abstracciones bisicas caracteriza-
1doras de una ciencia o teorfa: of primero caracteriza la boténica; ef segundo,
Ia teoria de la estructura social. '

Una clencia, una investigacién o una teorfa se caracierizan por las es-
peciales abstracciones bisicas que constituyen el punio de vista segin el
cual se va a considerar la realidad, ‘

2, La falacin de abstraceidn. — B ahstracte suels o
aspecto de realidad, come s fuera algo real, Elic no debe o
traccidn preside todas Ias vias racionales de penetracion en la yen!
por ejemplo, que un historiador que haya hecho estudios de o
cledad medieval francess conoce mas profundamente lo oue
la vida de los franceses del siglo X1t que quien no pnssa coos estudics, Peoro esto
no debe hacer olvidar que lo que llamamos “estructura social fendal de Francia’
no ha sido nunca una cosa concreta como Jo fue un francds de aguella época.
Un abstracto no existe como cosa independiente: razonar comso si efectivarmen
existiera es cometer una falacia, Fi abstracte convalidado vor Ia exitica cientifcs
(por el anélisis légico v Ia experiencia o ol sxperimento), suncue generalmente
destinado a ser superade por el progrese de la ciencia, si7nifiss s importantes
de Ia realidad conereta. Pero siempre se tratz de rasgos més o aislados y
reconstruidos,

33 con mucho
porque Ia abs-
ad, Es seguro,
ra de la so-
rebaments fue

3. La absiraceion bésics de In légica form

el objeto material de la Iégica formal, la cosa que estudic
miento. También podria decirse —y sfectivaments se ha dinho — gue es
el pensamiento. Pero si se conviene en no usar esta palabza, puede empe-
zarse ya a hacer una distincién entre la Ibgica formel y otra dicciplina ve-
cina: la psicologla, que estudia el conocimiento en forin gue actividad
subjetiva, o sea, en tanto Gue pensamienio,

La légica no se interesa por la actividad de conocer, sino por su resul-
tado, lo que Uamamos conocimiento, el cual se enc malmente
fijado en un lenguaje. Esto no quiere decir que les trabaics de la psicologia
del conocer carezcan siempre de interés para la logica formal, ni, a Ia in-
vessa, que sean slempre irrelevantes para la psicologia los rem
logica formal. Pero, como se ha dicho antes, ol conocer hrmano tene que
penetrar en la realidad mediante abstracciones, v el mantener estricta v 1i-
gurosamente éstas es una condicidn necesariz de la claridad ciontifica.
Por eso desde el punto de vistz de la Mgica formal son irrelevantes los
problemas referentes 2 la actividad de congcer v 2 la génesis misma, por
eiemple, de Iz clencis de Ia bgica,

Lo que importa & la légica es el resultado de Ia actividad de conocer:
el conocimiento, ¥ un resultads inferesa poF su ., por su valideg,
verdad o fundamentacién. Daremos un pase mds hacia s shstraccién bi-
sica de la logica formal reduciende su tema a la vali

4

4
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cién del conocimiento, Pero con eso no basta atin para precisar el tema de
la légica formal, pues hay otras disciplinas més que se interesan por el
mismo tema: la teoria del conccimiento v la metodologia, por ejemplo.
Con la reduccién del tema a la fundamentacién del conocimiento no hemos
eliminado de nuestra lista inicial mds que la psicologia del conocer, Los si-
guientes ejemplos Io v 20 pueden ayudarnos ahora a precisar los puntos
de vista diferentes segin los cuales se interesan por la fundamentacién del
conocimientc la 16gica formal y esas otras disciplinas a las cuales engioba-
remos a partir de ahora baje su nombre méas clasico: ‘teorfa del cono-
cimiento’,

Ejemplo la LEiemplo 2a
Todos los 4rboles son vegetales; Lo que estd en el centro de un cizcu-
el manzano del jardin es un 4rbol; Io es mmbvil;
luego el manzano del jardin es ve- la Tierra estd en el centro de un
getal, cireulo;

luego la Tierra es inmdvil.

Desde el punto de vista de la teorfa del conocimiento, la argumenta-
cién Ig da una conclusidn fundada. En cambio, la argumentacion 2a (que
es un razonamiento anticopernicano del tedlogo Melanchton) no da una
conclusién fundada, Desde el punto de vista de la légica formal, por el
contrario, las dos conclusiones estin igualmente fandamentadas, y las dos
argumentaciones son igualmente validas. Para dar un nombre a esa “igual-
dad”, que contiene el punto de vista o abstraccién bdsica de la légica
formal, diremos que las dos argumentaciones son formelmente vdlidas, o
que las dos conclusiones estin formaelmenie fundamentudas. También puede
decirse que los dos coniuntos de oraciones o enuncigdos, Ia v 2a, tienen la
risma forma ldgica.

La abstraccién basica de la 16gica formal es la nocidn de forma Idgica.
Su punto de vista es el de la validez o fundamentacién de lo formal del
conocimiento.

4. Formas de pensamicnto frrelevanics para la Iégica formal cla-
sica. - Kl atenernos al concepto de conocimiento al describir el tema de
la légica, en vez de recurrir al més amplio concepto de pensamiento, tiene,
entre otras ventajas, la de recoger el tradicional desinteréds de los logicos
por las formas de lenguaje que son més aptas para manifestar estados del
sujete que para indicar hechos conccidos. Formas de lengurje no directa-
mente indicativas de hechos conocidos, sino manifestativas de estados del
sujeto, son, por ejemplo, las exclamaciones, los imperativos, los ruegos, las
interrogaciones. La lmitacion de la logica formal a las formas indicativas
o apofdnticas del lenguaje procede de Aristételes {384-32% a.n.e.).

El motivo de esa exclusién es que no puede decirse, por ejemplo, que
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una interrogacién sea vilida, verdadera o fundadn o conocimiento,
La fundamentacién de un enucciado indicativo ée oo siento es ofro
enunciado indicative de conocimiento, ¢ bien wn conjunic de tales enun-
ciados a los que directamente refere el primerc. En ei caso extremo de
un enunciado emplrics Individual, su fundamentaciée ez olgdn estado del
rundo externo observable en prineipio por todos los hombres de modos
equnfaionfef; En cambio, la justificacién de una exclomacidn o interroga-
cién, su inteligibilidad, se desprende de algin aco to al coal no
refiere la exclamacion o interrogacién directamente, y que no es tampoco
accesible a todeos los hombres del misme modo,

El mismo punto de vista excluye de la légica cidsica las argumentacio-
nes gue no tienden a fundamentar vna verdad, sino g porsuadic a un audi-
torio. Estas algumemlmonea; que constituyen una pan e del estlo didécticn
mayor de lo que suele creerse, son tradicionalments ohjeto de la retdrica.

rso con frute a
T contemporineos
: suasorios (=== re-

3in embarge, los métodos de I Iégica modema p
elementos no apofinticos del discurse eotidianc, v entre log 14
hay autores que subrayan ol interés formal de Tos razs
téricos).

5. La forma légica. Esguemas, — Bl concepte de forms 1dgiea — como
su confrario, el de contenido o materia significativa del conocimipnto — es
una nocidn muy bésica que, al igual que muchas otras neciones fundamen-
tales, resulta imposible definir como no sea por medio de una convencidn,
es decir, poniéndose explicitamente de acuerde sobre upa determinada
aclaracidn v precisidn de la vaga idea intuitiva que se suscits en 3. La no-
cidn de forma 18gica es una de esas abstraccionss “artifcinles” o cientificas
gue tienen que sintetizayse {fabricarse, por asi decizlo) de seuerdo con las
intenciones de la ciencia, Esta abstraccidn artificial o téomica de forma 16-
gica puede establecerse cémodamente distinguiondo, en upa expresifn
dada, entre clementoy represeniativos de la forma v clomentos que repre-
sentan el contenido empirico. Con esto, clertaments, #t 08, MAs que
al conocimiento, al lenguaje en que se expresa el ¢ mito. Pero ésta
no es una desviacidn importante, pues no existe real ¢ :ezzf:a objetivo
gue ne esté articulado en un 1 ige la in‘tersuh;’e—

lenguaje: la objet ize

tividad, como suele decirse, esto es, Ia posibilidad de comunicasion lo su-
ficientemente inequivoca come para que otras pox ﬁ; uedan controlar
lo que una considera conocimiento. Y la intersubjs exige a suvez Ia
articulacién del conocimiento en Eeng&aje.

Los anteriores cjempios e v 20 — que som, seg rin <liimng, formalmente
idénticos — pueden ofrecer una buena via de accoso 1& nocidn de forma
logica. Cada unc de ellos es un conjunto de tres enund Puesto que lo
(iiche en el ejemplo Ta redunda en una conclusion ver , mientras que
lo dicho en el ejemplo Z¢ culmina en una conclusidn fa in validez formal

13




20 LA LOGICA FORMAL Y LAS CIENCIAS REALES

que Iz v 2¢ tienen en comin no puede ser lo que dicen sus contenidos,
lo que declaran sobre la realidad. Por tanto, para llegar a la forma comtn
de Za y 2a habrd que eliminar los contenidos. Pero ¢como eliminar esa ma-
teria empirica para quedarnos con la forma?

Consideremos més detenidamente los dos conjuntos de enunciados,
Es claro, par de pronto, que no son meros agregados; hay entre los tres enun-
ciados de cada conjunte una relacién bastante fcil de percibir: cada tercer
enunciado vale a condicién de que valgan los dos anteriores. En la lengua
comtin solemos expresar la condicién mediante la conjuncidn ‘si, y luego
anteponemos a la afivmacion condicionada {apodosis} algin signo, como una
coma, o la palabra ‘entonces’, que usaremos aqui para separar més visible-
mente la protasis de la apddosis. Volvamos a escribir los sjemplos en este
nuevo estilo:

1b 2b
Si todos los arboles son vegetales; S$i lo que estd en el centro de un
si el manzano del jardin es un 4rbol; cireulo es inmévil;
entonces el manzano del jardin es sila Tierra estd en el centro de un
vegetal, circale;

entonces la Tierra es inmovil,

Seguramente podrfamos mejorar nuestro nuevo estilo suprimiendo los
puntos y comas entre los enunciados primero y segundo (premisas) de cada
conjunto, y escribiendo en su fugar la conjuncién 'y’ Pues es claro que la
condicién o prétasis estd constituida en cada caso por el producto de esos
dos enunciados, y no por su existencia separada, inconexa, Por otra parte,
delante de la palabra “entonces’ no es necesario, en contextos como Ib y 2D,
escribir un punto y coma. Si utilizamos e! tercer estilo que resulta de estas
observaciones para transcribir una vez mis los dos gjemplos, ohservaremos
que no hay ninguna necesidad de disponer cada conjunto de enunciados
en ftres lineas. Cada uno de esos conjuntos es més hien un solo enunciado
compuesto (molecular) de enunciados simples ( atdmicos). Escribiremos con-
siguientemente (poniendo en mayisculas pequefias los términos nueva-
mente introducidos);

Ie
51 todos los Arboles son vegetales v st el manzano del jardin es un
arbol, exronces el manzano del jardin es vegetal.

e
S1lo que estd en el centro de un cireulo es inmévil v s la Ticrra

estd en el centro de un cfrculo, Extonces la Tierra es mmdvil,

Escritos los ejemplos en este tercer estilo, se ve qué puede significar el
eliminar, como antes decfamos, Jos elementos empiricamente interssantes
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de esos enunciados moleculares. Se observara que nmb nen vNos enantos
elementos comunes y situados en lugares homdlogos: ‘s, ¥, *), “mrzonces,
Ademiés, esos elementos cormunes no significan nada precise por si mismos,

: . : Tos dos olammio:
a diferencia de los elementos que variap en los dos cjemplos:

“arboles’: “lo que sstd en el centro de un clreulo]
‘vegetales: “inmdvil’
‘el manzano del jardin’; ‘la Tierra

amon ‘cafe-

goremdiicos’. Los sustantivos correspondientes son "
tegoramas’,

En los ejemplos Ie v e hay ofros trminos sincategorem

’ i 7 3 I
', ¢, ‘amronces, Pero por el momento no atenderemos g

™ + N B . + P Y |
Un l6gico medieval llamado Buriddn (m. hacia 1380) concibid la forma

Frrrey ey

irog. Pode-

I6gica como el ensamblamiento de los iérmi{lg? 5 :
mos practicar ahora esa abstraccidn de Burman: ‘nando de nuesiros
ejemplos los elemontos categoreméticos, Yy D{Ei%t?‘f? "i COn N esguems
compuesto por los términos sincategorematicos y unos Lrazos que recuer-

3

den que entre ellos habia enunciados, Obtendremos:

Esguema 1d
51 v 81 . ENTONCES .

Esguemes 2d
St ¥ 81 , BNTONCES e,

Como se ve, los dos esquemas son idénticos. No son pmﬁfamsriie E@s
esquemas, sine séle une. Sonsidemremgs 3 ege esguems, ta “Hs-
quema I, como represeniante de la nocion, cualit 3 controlable,
de forma légica comdn a los ejemplos Ig v Za. Con esio of
cipal fruto de la comsideracién lingiifstica del conoeimi

‘.

El Esquema I representa una forma légica com e lay 2, no Ea’;i{.lica forma
lgica que tienen en comtin dichos ejemplos. Segtn la fnurn del onf fsfs plf(?ﬁf:‘ﬂ,
en efecto, atribuirse 2 una misma exprasién varias formas ¥gioas, Bl andlisis que
ha llevade al Esquema I es muy rudimentario.

p

La inteligibilidad del Esquerna I requieres que no se borren los trazos
por los que aludimos al contenide de los textos iniciales. 81 se suprimen
; 3 ; Y ag se Hera g winolin es

esos trazos (o los espacios en blanco equivalentes) no se lege & ninglin es

i} .

cuema til, sino a wna configuracién ininteligible:
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51 Y §I, ENTONCES.

Hay que aclarar, por tanto, lo que quiere decir que ¢l punto de vista de la
légica formal prescinde de todo contenido. La realidad es que prescinde de
todo contenido empirico, pero no de la idea de contenide en general.

EHo se debe a que la forma — que es una abstraccin — no s6lo no puede
darse sin un contenido concreto, sino que, ademas, no puede siguiera pensarse sin
pensar al mismo tiempo en un contenido en general, o, dicho de otro mode, en el
abstracto ‘contenide’. Forma y contenido, o forma y materia, son dos conceptos
que se necesilan el uno al otro: son dos “opuestos dialéctices™.

6. Verdad fermal. Esquemas finales, La Iégica formal come ciencia
¢ teoria.— ] Esquema I no es ni verdadero ni falso. Serd verdadero o
falso el resultada de sustituir los trazos por enunciados, per confenidos ade-
cuados. Eso quiere decir que el Esquema T no es formalmente verdadero
ni falso. Tos resultados de su relleno, de la interpretacidn de sus huecos,
serdn materialmente verdaderos o falsos (casos, por ejemplo, de Ia y 2a
respectivamente).

Pero ya antes hemos indicado que el andlisis de los ejemplos Ia y 2a
que ha Hevado al Esquema T es muy rudimentario, y que en Ia y 22 hay en
realidad méds términos sincategorematicos que los antes recogidos: son el
adjetivo ‘Topos’, el artfeulo determinado “vr (0 ma’), v la forma del verbe
ser ‘ES’ {0 ‘sox’}. En Ja est4 explicito el término “ronos’. En 22 va implicito en
la expresion “lo que’, Pues evidentemente Melanchtan guiso decir gue toda
cosa que estd en el centro de un circulo es inmévil. La rareza de la cons-
trucgion se debe a la falta de una sencilla palabra — como “4rholes’ en ol
lugar homébloge de Ja— para designar la clase o e conjunto de las cosas
que estan en el centro de un cireulo. Curiosamente, esa deficiencia del
lenguaje hace que la expresion sez Mgicamente més exacta en Ja que en fa.
"Arbol’, en efecto, es un abstracto, es el nombre de nuna clase de cosas, y no
es correcto hablar de un abstracto diciendo que £5 de ial o cual modo, en
el sentido corriente en que son las cosas reales. En realidad, “todos los 4r-
boles son vegetales” quiere decir propiamente:

todas las cosas concretas que tienen la propiedad 4rbol tienen Ia
propiedad vegetal.

O también: ‘si una cosa es 4rbol, entonces es vegetal’. Por el momento es-
cribiremes simplemente, con mavor adecuacién al lenguaje viva:

Todas las cosas que son drboles son vegetales.

De este modo légicamente correcto se expresa el primer enunciado de 2a,
gracias precisamente a que la falta de un abstracto simple, como ‘arboles’,
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ha impuesto el uso de un nombre abstracta compuestc (lo que estd en el
centro de un circulo’) y ha permitido percibir més exactamente la situa-
cidn ldgica:

Todas las cosas que estén en el centro de un clroulo son inméviles.

Por simetria de formulacién con T2 introduciremos sl abstracto simple “cen-
tral, con la significacién de “tener In propiedad de estar en €l centro de un

circule’. Asi tenemos:
Todas las cosas que son centrales son imméviles,

Para evitar tener (ue usar unas veces ‘es’ v oiras veces ‘son’, usaremes

esta versién definitiva de los dos enuncindos, gue vale tambidn para las
otras dos premisas:

Todo Io gque es drbol ez vegetal;
Todo lo que es central es inmévil,

En un anuevo estilo basado en las anteriores veflexiones, nuestros ejem-
plos, con algunos retogues de comodidad que no requieren comentario, se
convierten en:

Ie

51 ToDO LO QUE =8 arbol E8 vegetal v s zL 2o del jardin g

,

arbol, svronces BL manzano del jardin =5 vegetal,

2a

Si Topo Lo Que ©8 central ms inwodvil v st pa Tierra ms central,
ENTONCES T.s Tierra ms jmmovil,

¢ Ie y Ze sc desprende el Esquema I, como antes el Esquema I de
id y 2d:
Esquema i1

51 1op0 Lo QuE ES (D 5 &) ¥ & mL (za) (8) 28 (5), ENTONCES EL

{La) ® ms @. -

El esquema II es verdadero independientemente de los términos catego-
remdticos (ahora no se trata de enunciados) que se utilicen para rellenar los
que llamaremos “lugares de contenido’: (D, B, G aremos ‘esquems
final’ de un enunciado a aquel en el cual aparezcan todes los términos sin-

£ . . et =7 k e
categorematicos de dicho enunciado, K Esquema 11 ez final; e} Hsquema I
no lo es. Con esta terminclogia podemos precisar:

[
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Un enunciado es formalmente verdadere cuande su esquema final es
verdadero para cualquier interpretacién de sus lugares de contenido por
categoremas,

Un enunciado es formalmente falso cuando su esquema final es falso
para cualquier interpretacién de sus lugares de contenido por categoremas.

Un enunciado es formalmente consistente o compatible cuando no es
formalmente falso, lo que quiere decir que hay al menos una interpreta-
cién que hace verdadero a su esquema final o, como suele decirse, lo satis-
face o cumple.

La arbitrariedad de la interpretacién tiene naturalmente Ia restriccidn de que,
una vez escogida una interpretacion determiinada para un lugar de contenido
con el nfmero n, la scupacidn de cualquier otra instancia de ‘n’ tiene que
hacerse con el mismo categorema. Los lugares de contenido estdn cualificados, no
son lugares indiferentes como los puntos de un plane. Esto se debe 2 lo que antes
dijimos sobre a presencia de contenidos abstractos o indeterminados en la misma
consideracidn formal.

Segin las dltimas precisiones, los enunciados Ie y 2¢ son formalmente
equivalentes, de acuerdo con la afirmacién intuitivamente hecha en 3: son
ambos formalmente verdaderos, valen lo mismo; ademds, tienen el mismo
esquema final,

Es interesante observar que el Esquema Il tiene la principal propiedad
de las proposiciones {0 “juicios”, segn la terminologia tradicional) y de los
enunciados que las expresan: el poder ser verdaderas o falsas. Por tanto, €l
Esquema 1l es en cierto sentide un enunciado, y no sdlo un esquema: es un
enunciado esquemdtico; recordando que los esquemas representan formas,
podemos también decir que es un enunciado formal, Los enunciades de
este género son propios de la 1dgica formal.

Sabemos de él que es “siempre” verdadero, o sea, verdadero para cual-
quier interpretacién de los lugares de contenido mediante categoremas.
Este género de verdad se llama “verdad formal’, Bntre las numezosas ver-
dades formales o enunciados formales verdaderos, hay tres célebres enun-
ciados llamados tradicionalmente ‘principios Iégicos’. Son susceptibles de
formulacién como verdades formales en diversos sistemas légicos. He aqui
una formulacidn, a titulo de ejemplo de verdades formales {'¢" es una letra
esquemética que representa un enunciado cualquiera):

si p, entonces p

no (p y no-p)
£ © no-p

(“principio de identidad”);
(“principio de no-contradiccidn™);
{(“principio de tercio excluso™).

La existencia de enunciados formales verdaderos permite concebir la
légica formal come una ciencia de los mismos, como el estudio sisternd-
tico de los teoremas formales, Un sistema de teoremas es una teoria, For eso

b
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la logica formal puede concebirse como una teoria o ciencia, no como
una mera téenica del pensamienio correcto o del conocimi
que también se ha presentado en la historia, y que disc

7. Sentido de las verdades formsles — La natwaleza de clencia o
teorfa (sistema de teoremas) que acabamos de ver en la légica plantea una
cuestion bastante delicada: jde qué tratan los teoremas de la 1gica? 1De qud
trata, por ejemplo, el Esquema 157 1Qué sentido tene declr que o5 verda-
dere? gDe qué es verdadero?

La respuesta miés clésica en la I6gica moderna se debe a L. Wittgen-
stoin (1889-1951), v sostiene que las verdades formales no afirmen nada ni
se refieren 2 nads; son “tautologias”, consisten en decir de varios modos una
misma cosa, La conclusién del Esquoma IT, por efemplo, no bace mds que
repetir de otro modo la condicién o premisa compuesta. 51 a algo se refiere
Ia conclusidn, es a la premisa. ¥ una v otra juntas ne se rofioren a nada més.

Es claro que las verdades formales no dicen mada coverelo, no sig-
nifican nada particular de ninguns cosa concreta en particular. No enxi-
quecen nuestro conocimiento del mundo real, ef cual se compeone de cosas
concretas.

Por otra parte, 5i esa vespuesta agotara la cuestibn ne tendria sentido
decir gue un enunciado formal es verdaderc o falso. La cipal defini-
cién de verdad realmente utilizada por la ciencia es la def 'z de origen
aristotélico, segin la cual Iz verdad es la adecuacién con la realidad. 5i un
enunciade formal no dijerz en ningln sentido absolutamente nada sobre la
realidad, entonces no tendria tampoeco sentido discutir aceren
o falsedad, v, consiguientemente, tampoco tendria sentido
gica como wna ciencia del conocimients. Sin duda puede d
ese paso v eliminar de la nocidn de dgica la idea de verdad, Es posible,
en efecto, construir sistemas de formas sin apelar a la nocidn de verdad,
sino s6lo al respeto de ciertas reglas. También ol ajedrez, por efemplo, es
un sistema de reglas, con movimientos valides y otros 2ctos, sin que
sus reglas tengan que interprefarse en términos de verdad y falsedad.
Asl también para la construccién misma de sistemas formales es en prin-
cipio posible prescindir de Ia nocitn de verdad.

Pero con ese, como indica el ejemple del ajedrez, los s
perderdn definitivamente la naturaleza de lenguaje. Y cnande lo que inte-
resa es conseguir nna nocidn de la Iogica formal como clonein, como rama
del conocimiento, en relacién con las demés ramas del mitmeg, esa solu-
cidn del problema resulta muy pobre: més que una solucids es una negativa
a tener en cuenta dicho problema. Desde un punto de vista filoséfico, de
teoria de la clencia, es seguramente mas fecunde no pz 1ir ast del pro-
Llema, sine seguir preguntandose por la significacidn de las verdades for-
males, por escasa que esa significacién pueda ser.

Ahora Dbien: toda ciencia real y todo acite lograde de conocimiento

o ey
N
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vulgar respetan las verdades formales. Los teoremas formales no componen
una teorla de minguna realidad concreta, pero, en cambio, toda ciencia
de realidad concreta los respeta.

Ha ccurride en la historia de la clencia que se descabrieran verdades mate-
riales a través de razonamientos formalimente falsos, es decir, que violaban algin
tearema formal. Pere siempre que esto ocurre se trata de un error formal subjetivo
del cientifico, ne de que para demostrar la verdad meaterial en cuestién haya que
pasar por la falsedad formal. Antes al contrario, aquella verdad material no queda
fundada sistemdticamente como elements de una teoria hasta que se corige el
error formal.

Ast pues, debajo de la verdad material tedrica — es decir, que sea algo
mas que mera percepeién suelta — hay siempre verdad formal. Esto per-
mite concebir la Idgica formal, el sistema de los teoremas formales, como
una determinacién de las leyes més generales del comportamiento de los
objetos estudiados por las ciencias o teorfas. Las verdades formales darfan
las condiciones minimas puestas a los objetos del conccimiento en tanto
gue objetos del conocimiento,

Esta interpretacién de las verdades formales no es, naturalmente, un
teorema de la logica formal, ni nada interno al sistema formal mismo, al sis-
tema de los teoremas formales, Es més bien una reflexidn floséfica, una con-
sideracion de filosofia de la ciencia que arroja alguna luz sobre las vela-
ciones entre la logica formal y las ciencias reales, y también sobre las
relaciones entre la Iogica formal y la realidad, a través de las ciencias reales.

La légica formal tiene pues un caricter elemental y fundamental para
las ciencias empiricas y positivas en general Pero esto no nos autoriza a
pretender que las verdades formales sean: de un origen completamente dis-
tinto del de los teoremas empiricos. Sin duda el cardcter muy abstracto de
Ias verdades formales las pone a cubierto de los frecuentes cambios que ex-
perimentan las ciencias més proximas a lo concreto. Pero puests gue
nunca se ha probado la existencia de una fuente del conoecimiento que no
sea la percepcidn, las noticias mediadas por los sentidos, hay que pensar
que las verdades formales tienen el mismo origen remoto que cualesquiera
otras, y no multiplicar arbitrariamente las fuentes del conocimiento. i las
verdades formales tuvieran otro origen que Ia experiencia — si fueran fruto,
como se dice, de una capacidad de conocimiento a priori —, entonces no
se veria por qué no han sido todas conocidas desde siempre por todos los
hombres: no se veria por qué la ldgica tiene una historia, se ha enriquecido
en el curso del tiempo. La persistencia, cualitativamente mayor, de los
teoremas formales respecto de la mayorfa de los enunciados materiales no
tiene que ver con la cuestion de su origen, sing con Ia de su modo de validez,
Los teoremas de la l0gica valen, en efecto, en virtud de ciertas afirmaciones
iniciales y unas definiciones. Por eso ninguna contraprueba empirica puede
falsarlos, sino séle mostrar la inadecuacién de dichas afirmaciones iniciales,

£ .

NODION DR LA LOGICA FOBMAL a7

2 la expe-

sugiriendo asi el abandono de éstas. En esa capacidad gue &
i se revela

riencia de “sugerir” cosas acerca de las proposiciones |
el origen comin de la logica con cunalquier otro o
incapacidad que tene la experiencia de vefutar cusl
quier sistema de l6gica se manifiesta ol modo de valf
distinte del empirico.

dow no

&

La tendencia a confundir ln efectiva validex 2 pricel {o sea, por definiciones)
de los teoremas ldgicos con un supucsto origen a priorl de los mismot es, sin
duda, m#s “natural” v compatible con los prejuicios tradici v puede Hevar
a considerar la légica como algo “sabide desde siempre” v s asi entore v de
una vez de la cabeza del hombre. Esta tendencia se encuenira ins més grandes
fldsofos, incluse entre Jos mis cviticos. Asi escribia, por ¢ ¥axt en 1781
la l6gica “no ha podide dar [desde AnmsTdTELzs] un solo paso
tanto parece segla toda verosimilitud eoncluss y perfecta”. X
después la légica formal iniciaba una nueva fase en Ia cual el ¢
aristotélica queda reducido a un mancjo de teoremas gleme

8. La légica como arte ¢ ifemiea. —El hecho de guo los teoremas
formales se apliquen (aunque clemental y absiractamente) 2 or campo
del conocimiento pueds explicar el que en la historia se oncehido
frecuentemente la légica como una téenica para el d !
verdad en general. Esta concepcién ha ido a menudo junta con iz idea, bi-
sicamente més acertada, de que la légice es una ciencin o teorfa. Asx por
ejemplo, Pedro Hispano (m. 1277) escribla que la logica frrmal es “el arte
de las artes y la ciencia de las ciencias”, y Tomds de Aquine (1225-1874),
que ha entendido en el fondo Ia lbgica como una teorla, csrvibin tambidn:
“la légica es el arte directivo del acto mismo de la razén, avte por el cual el
hombre, en [dicho] acto de la razén, procede ordensdamento, ficilmente
y sin error”. Del mismo modo gue el cilculo mate — que procede
también de una teorfa - se aplica como tonica heuristica, o de descubyi-
miento, a las ciencias empiricas, asi también el céleule ogics se aplicaria
2 todas ellas,

Esto es sin duda trivialmente verdad, pues toda teoris
puede suministrar a teorias més reducidas, a las gue “eontos
sentido, teoremas generales utilizables como reglas (o seq, o7
téenicamente) en estas clencias de campo mas reducido. Pero cusn
se pasa a la concepcién de las teorfas como métodos heuristices, lo que im-
porta es su fecundidad. Y precisamente poxr ser aplicabl i
figuracién u objeto, los teoremas de la ibgica formal no sumi
por si mismos informacion especifica sobre nada en partienion

La logica formal no es un métedo de descnbrim de la verdad em-
pirica. Puede ayudar indirectamente a descubrir y a precisar verdad empf-
rica. Pero precisamente an la época en que domind 1a idea de 1égica como
“arte directiva del acto de la razdn”, Ia 16gica formal fue muy ostéril para

muy amplia
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la ciencia positiva, y hasta una rémora de la misma; al menos, su teoria era
mucho més pobre que Jos recursos formales efectivamente en poder de los
cientificos. Por eso su prestigio como técnica del conocimiento fue incluse
perjudicial para la ciencia, como puede ejemplificar ¢l razonamiento anti-
copernicano de Melanchton (ejemplo 2a do 3).

El hecho de que la l6gica clisica haya sido estéril para la ciencia se
debe sobre todo a dos motivos: a que se creyé erréneamente que su utilidad
principal para la ciencia tenia que estar por el lado del descubrimiento de
nuevas verdades a partir de las conocidas, cuando en realidad los servicios
que la logica formal puede prestar a las ciencias se refieren més directa-
mente al andlisis, la aclaracién y la ordenacién de las verdades va cono-
cidas; y a que el sistema de la Jogica clasica era muy clemental y rudimen-
tario, hasta el punto de carecer, por ejemplo, de un tratamiento general de
los enunciades de relacién, lo que la incapacitaba, entre otras cosas, para
recoger adecuadamente los modos de razonamientc mateméticos. n sus-
tancia, el sistema de la 16gica clésica no recogia méas que los razonamientos
que consisten en comparar clases de cosas, como las clases de cosas que
son drboles, vegetales, manzanos. Y estos razonamientos son tan sencillos
que no ya el cientifico empirico, sino todo nifio que hable discretamente
los sabe construir sin necesidad de estudiar 1ogica.

La bhistoria de las relaciones entre la ciencia mederna (desde el si-
glo xvi) y la logica formal empezé con un justificado desprecio de la pri-
mera por la segunda, pues las formas de argumentacién puestas en prictica
por los grandes investigadores de los siglos xvi-xvin eran en realidad igno-
radas por los logicos medievales y clisicos. A esa tendencia despectiva sus-
tituy6 luego, en el siglo x1x, un interés por revitalizar la ldgica aplicdndole
técnicas mateméticas, Por ultimo, durante Ia segunda mitad del siglo xux
y la primera del siglo xx, los progresos del pensamiento cientifico, y sefiala-
damente los de la ciencia que mds segura parecia, la matemética, trope-
zaron con amenazadoras contradicciones que volvieron a poner de mani-
Hesto el interés del andlisis 16gico.

Apfrmice an Cariruro I

A. Textos citados. — Pedro Hispano: Textus summularum Petri Hispani..., 1,
Proem. «— Tomés de Aquino: In Anal, post., 1, lect. 1. — Kant: Critica de Iz
Razon Pura, 2% ed., p. VI de Ia paginacién original.

B, Obscreactones:

a 1: sobre Ja abstraccidn: la abstraccidn es un objeto de estudio de la psicologla
puesto que es una actividad mental. Por eso algunos autores, sobre todo K. R. Pop-
per {La légica de lu Investigacién cientifica, trad. castellana de Victor SAnchez
de Zavala, Madrid 1962) no la consideran tema propio de la teoria de la ciencia.
En el presente capitulo se ha hecho una bésica referencia a la abstraceién por dos
motivos: primero, porque incluso en ese aspecto psicolégico es de interés para
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familiarizarse con la nocidn de logica formal; segundo v principa!
tracein tiene también un aspecto relevante para la teorla de la ¢
para la légica formal, La abstraccién es un concepto prop
por ejemple, cuando se da (muy naturalmente) ese nombre a
legitimsa la formacién de clases a partir de propiedades de
sobre terminologia: puede provocar confusiones la <
terminologfa tradicional v la contempordnea (de inflvencia in
cnunciados. Como esa discrepancia parece va ineliminable, es b
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dos terminologias:
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CapiTuno 11

LA LOGICA FORMAL EN LA INVESTIGACION
DE FUNDAMENTOS

9. La cuestién de los fundamentos. — La l6gica formal de la tradicién
quedé, como se ha dicho, muy pronto rebasada por los progresos de la
ciencia moderna desde el siglo xvi. ¥ pueste que los discipulos de Aristd-
teles, tanto como sus herederos mas indirectas, los fildsofos de otras escue-
las que cultivaban la logica, concebian a ésta como un instramento — “Or-
ganon” — del descubrimiento cientifico, se legb a una situacién de despres-
tigio de 1a logica formal entre fos cientificos positivos.

La version de la 1ogica formal aristotélica més comdim entre los fildsofos del
siglo xvm, la Ldgica de los Gl6sofos cartesianos Arnauld v Nicole (1662), guiere
ser incluso un érganc de la prudencia y el sentido moral, “Los hombres”, dicen
los autores al defnir sus infereses, “no han nacide para emplear su ticmpo en
medir lineas, en examinar las relaciones de los dngulos, en considerar los diver-
sos movimientos de la materia...; en cambio, estin obligados a ser justos, equita-
tivos, juiciosos”. Esta desnaturalizacion del tema de la logica les lleva a dax reglas
de prudencia mientras desprecian problemas formales ya conocidos de Aristoteles.
Asi dan “algunas reglas pura divigir bien la razén en la ereencia en los aconteci-
mientos que dependen de la fe humana”™, y hasta suministran: una “aplicacidén de
la regla anterior a la creencia en los milagros™.

Esta situacién persistio mientras el avance de las ciencias, especialmente
de las ciencias de la naturaleza, inspird, con sus grandes éxitos, una solida
confianza en lo que suele llamarse sus ‘fundamentos’ tedricos,

Los fundamentos de una ciencia son, por un lade, sus conceptos mas
generales, los cuales recogen e interpretan algunas observaciones o, m4s
frecuentemente, contienen algunas suposiciones, en las que descansan los
demés conceptos; y, por otro lado, los razonamientos con que se relacionan
los conceptos para integrar con ellos un sistema de proposicicnes que ex-
pliquen y justifiquen (fundamenten} dichos conceptos y las observaciones

a que éstos se refieren.

.
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Desiie el siglo xvax hasta finales del siglo xix Ia ciencia omp
un camino que, tras la critica v el abandono de los concer
ds la 'fis‘i{:a aristotélica y medieval, parecid ser de mora scumulncién de
conocimientos, aunque en realidad no faltaron en esa ruta fentos cam-
bios dc nociones bidsicas, por ejemplo v sefaladamente en ol nacimiento de
la quimica a finales del siglo xvir, La acumulacién de fvitos dféﬁz;zﬁié i
embazgo, el carfeter critice v revelucionario de esog m mentes, Sm

ero a fines del siglo xx los cientificos notaron una serie de iffoultades
en ¢l uso tedrico de algunos conceptos basicos de la ciencis, &l Ttm'e;;m)T t;es;
po que parecia fracasar el intento de fundamentar o justis -iééicamentz;
icﬂ;s conceptos elementales de la matemética, tan necessria para toda la
ciencia moderna. 1 R

"ica recorrid
s fundamentales

5 18. La “erisis de fundamentos” de las clencias, — Desde la mitad del
siglo iban vacilands, o hasta caducando, algunos coneceptos qze habian da:-
empefiado un papel bisico en la ciencia moderna, Aigaaes de esos canceva
{0s eran muy vagos y genetales, y habian sido infroducidos en Iz mentali-
dad cientifica por £ldsofos. Asf, por ejemplo, Ia idea de que el dinico facto
del descubrimiento cientifico es la observacion, con of ‘0 del ;i;nporia;}té

;
i

trabajo que realiza la imaginaciéa al elaborar hipdtesis. Este principio pro-
cedlgf, més que del desarrcllo de Iz ciencia, de Ia tornretaci ?“ ﬂgégmigm@
por ia flosoffa empirista, sefialadamente por Francis Bacon 15&-157‘6)
El principio habfa sido muy %t culturalmente, para Hberar | ;\:aitura mai
derna de la sumisidn medieval a las autoridades, a Ins a0 antores
Pero ahora ya la riqueza de datos conocidos exigha, para . ?’31"?%%*:?05.
conceptos cada vez mdés complcados, abstracciones ’c&f 4 v;aé %;iiﬁﬂqéfi'gf‘}
ciales, de las que no podia decirse que fueran i W bre de obg -
vaciones. La .palabra ‘éter’, por ejemplo, no era (en &isiea}‘:;e;"nrk de I}ailz
3?8}:;:’&;13,8 Ssx;oﬁi;zl éibs;zzuesti %mél'ginadu Y muy comrBcadn
: sue atribuirle un incoherenie wano!
dad}ai; - coniidezaf(} necesario para explicar las observ:
importanie fue que hiciers wisi o conce ty
Elésofos, y do Ios cue S pudiers o Tigor presdingie o ol oremna o
ciencia, sino también zlociones_ ox‘éginaéjs enpia ,,; ncis i, L d? :
: i clencia misma, La de éter
que acab.amos de recordar, puede servir de ejemplo, pues ella @roéagonizé:
un experimento que, aungque en ona de sus varias - nes die un re-
sgltado fs.&.vora‘i?ie. a Ia nocién, acabd por eliminazla de 1a clencin, al esta-
?@cz@; I;:;Tposzbﬂma& de identificar algin efecto de la supuesta existencia
Al mismo tiempo que quedaban sin justificacién ni eontenido determi-
nados conceptos més o menos basicos, como el de éter, se mroducia u
cau“fb.io atn més general: junte al mode de vensar mean : opio de
la fisica modemna en los siglos pasados, aparezzian o 58 gond
conceptos como el de campo, ! cual tionde a ?IBSSH‘{;&" los fondmencs no

&
i
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como resultado de choques mecénicos entre particulas sin cualidades y en
un espacio él mismo neutro, sino como manifestacion de cierta cualidad o
estructura del medio en el cual se nos dan esos fendmenos; un campo
magnético, por ejemple, no es vn espacio sin propiedades en el que todo
fenémeno se explique por chogues, sino que Hene lineas de fuerza, direc-
ciones y sentidos.

Nuevos conceptos, como el de campo, que s¢ basaban en un modo de
pensar bastante diverso del que habia imperado en la ciencia hasta la
fecha, eran adecuados para resolver nuevos problemas, pero: su novedad
alteraba, tanto como los mismos problemas sin resolver, el repertorio de las
naciones bédsicas de la ciencia: en un primer momento, ostas nociocnes,
viejas y nuevas, se presentaban como ua conjunto de ideas heterogéneas.
En el capftulo siguiente se verd que esa “crisis” afect6 también a la mate-
matica, y, a través de ella, a la logica.

Aqui bastard con hacer dos observaciones: la primera es que la “crisis
de fundamentos” no acarrea, naturalmente, la imposibilidad de seguir rea-
lizando trabajo de investigacién cientifica, observacién, experimentaciéu,
generalizacion por hipdtesis interpretativas de los hechos. En reatidad, Ja si-
tuacién mas frecuente en la historia no es la de una gran claridad de la
ciencia soble sus propios fundamentos. La “crisis de fundamentos” no con-
siste en que nociones bésicas hasta el momento seguras se hagan de repente
vacilantes, sino en que en un momento dado se descubre que fundamentos
tenidos antes por sélidos y claros no lo son ni 1o eran, La misma matemé-
tica y la mecénica han procedido durante mis de doscientos afios con el
instramento del céleulo infinitesimal, basado en el oscuro fundamento de
lo que sc llamaba ‘infinitésimo’ y era una nocién insostenible: la de wna
“magnitud infinitamente pequefia”, o una “fluxién” imperceptible de
una magnitud. La critica externa de la ciencia (es decir, la verificacion o
falsacién de sus resultados) v la préctica (la aplicacitn técnica de la clencia}
desempefian, en efecto, un papel importante en el desarrolle de la inves-
tigacién, v suplen siempre, en mayor o menor medida, la falta de claridad
sobre los Tundamentos. Pero eso no quita que la necesidad de claridad so-
bre los mismos se imponga como una condicién del progreso ulterior en
cuanto que la marcha de la ciencia la hace sentir 2 los cientificos y a toda
la cultura.

11. Aspectos materiales y formales de una crisis de fundamentes. —
La preocupacién por los fundamentos de una ciencia y la reflexion sobre
los mismos presuponen una considerable acumulacion de conocimientos en
ella, y tienen que ver con el deseo de ordenar esos conoeimientos de mado
que sea posible distinguir cudles son las nociones basicas. Cuando es po-
sible satisfacer ese deseo, y los conceptos y enunciados de una ciencia estin
ordenados como jerirquicamente, de modo que unos sirvan de base a
otros, se dice que esa clencia es una teoria.

i
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Sapoﬂmendo una ciencia gus realice en mayor o merner grado ese con-
cepto o ideal de teoria, una “crisis de fundamentos” en 2lls g};ec{e presentar
c}.sjs aspectos, que en la realidad estdn unidos, pere que acg_%i conviene &is-
tinguir artificialmente, ) : :

La situacién critica puede estar desencadenada porla apa
nuevos poco compatibles con las nociones anteriormente consideradas ba-
sicas. Como los hechos nuevamente conocides no annlen, naturalmente, los
hechos anteriormente conocidos, que eran explicados con las viejas nocic-
nes ):Eundamentales, el problema de fundamentos que entoncss se plantea
consiste en inventar nuevos conceplos bdsicos qae& den & Ja vez razén de
los hechos antignamente explicados y de los hect
dos. Este aspecto de la “crisis de fundamentos”, al que Hamaremos ‘mate-
rial, es el modelo tipico (simplificado) del progreso cuslitative d¢ la cienc

s es ) I 1nitative de la clencia
es decir, del progreso en el cual alge que al principic parcce una mers
acumulacién — el descubrimienta de hechos nuevos — rosuls acarrear un
cambio en la cualidad de la ciencia, en las nociones o :—'ffﬁr.“favs'u;v-sn E;ésicas
de la misma. T

Pero una “crisis de fundamentos” puede también m
ciencia, llegar a la consciencia de sus cultivadores, ?t?
reflexionando sobre ella e independientemente de %ﬁsei aparezca algdn
espectacular hecho antes ignorado, que el edificia todn s Al
por ejemplo, que los conceptos y enunciados supusstame
curos y dan lugar a absurdes o contradicciones; o que 34
fundamentan otros enunciados derivados tenidos nor verda
cjue en realidad e} pase de unos 2 ofros es més sugestive q
%Estos son los aspectos de una “crisis de fumdaw%, o
formales’. En Ia prdctica han solide darse unidos 2 los mazeriales, pero acud
los distinguiremos de ellos por la siguiente razéa: ol q
de la légica formal a las ciencias no consiste en s
tas para descubrir hechos nueves o para inventar

cos, sino en darles métados para analizar sus estruch

= e v ryam d 3
nucvamente conoc-

sonfarse en una

: herramien-
conceptos basi-
¥ sus nocienes y

afirmaciones fundamentales, con objeto de precisay su
cidad de fundar ofras afivmaciones, ete,
Esta s la medida en la cual Ja ayuda de Ia Wgica forma! puede intere-
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sar al clentifico positivo, como suministradora de proceds
los demds métodos de la investigacién bésica, 0%:”
mentos, sirven para analizar, aclarar y ordenar los re
gacién fictica. Hay autores que considersm upa {nnocosariz artificialidad
de la légica el presentarse en la practica muy abstractams como s:é?ia
apta para analizar resultados; pero el hecho es que enands a i@ggi;a en
tiempos antiguos y medievales, se presentd como nshiu :
tigacién factual, empirica, no dio de si ningdn result:
brimiento. Antes al contrario, fue a veces, como
del mismo. ' 5 |

%
®
et
W
bt
b
<4
9]
A
=
¥

KN

nic de la inves-
Heable al descu-
ung rémora



34 LA LOGICA FOBMAL Y LAS CIENCIAS REALES

T.as anteriores consideraciones nos presentan a la logica formal como una
rama de la investigacidn de fundamentos, al mismo tiempo que indican las
limitaciones que tiene en ese campo: en el acto del descubrimiento cienti-
fico intervienen factores psicolégicos — como la imaginacién —, culturales
—las ideas dominantes en el ambiente del cientifico-—, téenicos — los me-
dios materiales a disposicién del cientifico — y econémico-sociales — el es-
tado y la organizacién de los medios de produccitn, el mode de produc-
cién mismo —, los cuales no son, naturalmente, agotables por un analisis
raeramente formal. El andlisis formal tiene su campo de aplicacién ade-
cuada en las teorfas ya constituidas o en las acumulaciones de conocimien-
tos ya conseguidos que se deses constituir en teorias.

A continuacién consideraremos brevemente dos aplicaciones muy ge-
nerales del andlisis formal a teorfas factuales o empiricas.

12. La estructura de las teerias. — Una ciencia que sea rica en cono-
cimientos, acaso porque tenga tras de sf una larga historia, suele presentarse
en una forma que tiene poco que ver con el modo como se ha ido adqui-
riendo. Los conocimientos que componen una ciencia habrin empezado a
conseguirse, en la mayoria de los casos, de un modo suelto v 14s o menos
casual. S&lo cuando se acumularon notarfan sus cultivadores que esos co-
nocimientos tenian alguna homogeneidad por su tema {comparados con
otzos), v que algunos de ellos eran mds bdsicos que otros y los fundamen-
taban. El andlisis 16gico de los conceptos y los enunciados puede inter-
venir entonces para aclarar las relaciones de fundamentacién y derivacidn
enlre unos y otros.

Por regla general, la construccidn tedrica de las ciencias susceptibles de
ello no ha sido obra de logicos especializados, sino de los cientificos mismos
en funcitn de 16gicos, v et andlisis ya propio de especialistas se aplica des-
pués, cuando se sorprenden dificultades u oscuridades o rarezas en las
teorias.

Ejemplo de ambas cosas puede ser Ta geometria suclidea. Tista es la primera
teoria, en el sentido diche, que ha existido en nuestra cultura, v no ha sido obra
de ningiin légico discipulo de Aristételes o de las otras escuelas l6gicas antiguas,
sing de gedmetras. Por otra parte, esa teoria ha suscitado un analisis propiamente
formal, el enal se proponia saber si un determinado postulado de los que enca-
bezan la teoria era imprescindible o no.

En estos casos, el anélisis 16gico se propone unos objetivos que podrian
esquematizarse asi:

1.c Identificar las nociones fundamentales de la teorfa analizada. A veces
se les llama ‘nociones primitivas’, porque de ellas no se da explica-
cién en la teorfa, sino que se ponen en ella al principio de cualquier
explicacién. Aristételes deca que “no todo conocimiento es demos-
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trative”, pues la demosiracidn tiene qus hasarss em zlgo, y aquello
con lo cual se cmpieza no puede basarse en nada. Anf ogamente,
tampoco se puede aclarar tode concepio por otro concepto; algunos
deben tomarse como primitivos )

2.° Precisar c6mo se aclaran por las nociones primitivas las domés nocio-
nes de una feoria, o, Io que es lo mismo, cémo se ¢ en 0 U eons-
tituyen” (R, Carnap) las segundas con las prf :

3.2 Identificar los enunciados primitives de la teoris. &
s¢ renuncia a fundamentar en Ia teorfa y se toman como dadoes para
fundamentar los demés.

4.0 Precisar cdmo se derfvan en la teorla unos enunciados a partir de
ofros y, en Gltima instancia, de los primitivos. )

En cada una de esas investigaciones el andlisis puede tener resultados
eriticos. Por ejemplo, a propdsitc del punto 1° el andlisis puede mosivar
que los conceptos primitivos de la teorla estudiada son ombiguos, o su
ficientes, o innecesariamente abundantes. A proposito de los puntos 3.7 y 4.°
puede mostrar que los enunciados primitivos, o los modes de derivacién a
partir de ellos, son tan laxos gue posibilitan la derivacidn de falsedades,
o, por el contrario, que noe bastan para derivar algin emmeindo intere-
sante que, por otras informaciones, se sabe verdadere.

13. La precisidn del objeie formal de uns teoria, — Otra aplicacidn del
andlisis 16gico al estudio de las teorfas cientificas consiste en precisar lo que
en ¢l capitulo I llamamos “abstracciones bésicas” que definen el objeto de
las mismas. &

Esta utilidad del andlisis Kgico ha sido poco esiudiada. Bl o A, Grzegor-
czvk le ha dedicado recientemente la atencidn. Lo que sigus &5 un resumen de
sz método.,

Una teoria suele compartir su objeto material con ctra o otras. El and-
tisis légico de la teorfa en cuestién puede proponerse, eatre otras cosas,
una vez dado el conjunto M, de objetos materiales individusles sobre los
que versa esa teoris, precisar cusles son las relaciones, By, Bs ..., Ry ...,
gue esa teorfa considera entre los miembros de M; tambidn puede el ang-
lisis logico precisar las funciones, fi, f ..., fo ..., definidas para los mism.
bros de M, que forma y estudia la teorla considerada. El sistema formado
por ese conjunto M, las relaciones v las funciones,

)
{ﬁ’{: BI: st weny Aipy fi; }E.'3> veey }s?-; b“} B

puede considerarse como uns explicacién de la expresidn “chieto formal de
%a teoria considerada’, aclaracién de expresiones bastante Improcisas, como
punte de vista’ ¢ ‘abstraccién basicn’.
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14 La utilidad heuristica de la investigacién de fundamentos. — La
investigacién de fundamentos en general, y atn més en sus aspectos que
hemos Hamado “formales’, y que son los Gnicos en que la 16gica resulta til,
puede parecer un trabajo bastante bizantino, que no busca més que la ele-
gancia o, a lo sumo, la perfeccién de las teorfas, de lo ya sabida,

Esto es en parte verdad, Pero ese trabajo de reflexidn sobre lo ya sabido
resulta necesario el dia en que la inseguridad o la oscuridad sobre lo ya
sabido ponen en peligro el ulterior progreso de la ciencia. Pues para seguir
adelante es conveniente tener en lo paosible suelo sélide bajo los pies, o
bien un claro conocimiento de cudles son los puntos en que el ferreno
cede o se interrumpe.

Por aqui se encuenira la indirecta utilidad heuristica de la investiga-
cién de fundamentos en general y del andlisis légico en particular. Des-
cubrir los puntos oscuros, vacilantes o infundados, del cuerpo del saber
posetdo, o descubrir huecos en él, no es, desde luego, descubrir hechos de
la realidad exterior, pero si sirve para orientar al investigador hacia las re-
giones de su ciencia en las que més urge su trabajo. De este modo indirecto,
y no mediante la ilusoria produccién de razonamientos descubridores de
hechos, colabora la légica, como instrumento de andlisis, en la obtencidn
de conocimientos positivos.

El citado ejemplo de la geometria enclidea ilustra esta wtilidad heuristion fndi-
recta del anilisis formal. Pues la eritica bésqueda de si todos los postulados de la
geometria euclidea eran ¢ no imprescindibles, sugirié Ia construccién de las geo-
metrias no-euclidianas, geometrias en las que se altera el postulado cuya impres-
cindibilidad se discutia; y esas geometrias han resultado Iuego ttiles para la inter-
pretacion de datos factuales de las ciencias de fa naturaleza,

La lbgica ofrece al cientifico positivo ese instrumental critico analitico
de dos modos;

Primero, presentdndose clla misma como teorfa, come sistema, dando
ast un modelo general (aunque muy idealizado) de Io que es una teoria
cientifica, v suministrando al mismo tiempo un repertoric de verdades for-
males respetadas en toda ciencia.

Segundo, utiizande esas verdades formales como técnicas de analisis
de las teorias positivas,

Las partes segunda y tercera de este manual ofrecen una presentacién
de Ia légica como teorfa. La paste cuarta se ocupa del analisis formal de
algunos modos de razonar y de construir conceptas que son frecuentes en
las ciencias reales. En los dos capitulos restantes de esta primera parte se
consideran algunas cuestiones referentes a cémo la “crisis de fundamentos™
afect$ a la 16gica, a través de la matemdtica, y a cdmo la légica se constituyd
finalmente en teorfa, en el sentido en que esta palabra se ha usado en el
presente capitulo.
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15. Las paradeojas de Ia teoria de conjuntos.— Las necesidades de
la matemdtica han contribuido considerablemente al nacimicnto de la Iégica
formal contempordnea, orientando hacia ésta numercsos esfuerzos de los
matematicos, Es corriente distinguir dos etapas sucesivas en esas aportacio-
nes de los matematicos. Fn la primera de eilas, se tiende a enriquecer a la
logica formal con nociones y modos de analisis y razonamiento de los que
carecia, y que son en cambio necesarios en las mateméaticas; también se
desea aplicar a la légica los procedimientos de simbolizacién, de construe-
cién artificial del lenguaje, que eran familiares en mateméticas ¥ en otras
ciencias, como la quimica. Fsta etapa, que tenfa un importante precursor
en G. Leibniz (1646-1716), estd representada por Ia obra de G. Boole (1815-
1864} y E. Schroder (1841-1902).

La segunda etapa, cuyos principales representantes son G. Frege (1848-
1925) y B, Russell (n. 1872), se sitiia a fines del siglo xix y principios del xx.
La tendencia que domina en ella es aparentemente opuesta a la recién
descrita, pues consiste en reducir Ja matemética elemental (la aritmética) a
Ia l6gica. El motivo de este deseo era la creciente sensibilidad de Jos maie-
maticos a la oscuridad o vaguedad de algunas nociones fundamentales de
su ciencia, La citada nocién de infinitésimo, por ejemplo, que habia sido
bisica en el cdlculo infinitesimal, iba siendo abandonada. Los conceptos
de los diversos tipos de “ntimeros” iban aclardndose por reduccién al de
ntimero natural. La frase de Kronecker segim la cual sélo los ntimeros natu-
rales han sido creados por el Buen Dios, mientras ue todos los demids son
s6lo dtiles artificios construidos por el hombre a partir de aquéllos, ejempli.
fica la tendencia de los matematicos a reducir las nociones menos intuitivas
y mas complicadas de su eiencia a las més elementales, con objeto de con-
seguir claridad de fundamentacién para las teorfas de la matematica supe-
rior. Existia en general la aspivacién a aritmetizar el analisis matematico,
es decir, a fundar la mayor parte posible del mismo en las nociones clemen-
tales de la teoria de los mimeros naturales.
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En realidad, la tendencia caracteristica de la segunds fase no era tan
opuesta a la de la primera como puede parecer. En primer lugar, conservaba
deila primera la idea de que la 16gica debe servivse de un longusje artifi-
cial, simbdlico y preciso, como el introducide en matom por Viéte y
los algebristas a partir del siglo xvi. Ademés, par © s programa
de reduccién de la matemética a la légica, esta segonds tendencia tenia
también que empezar por ampliar el repertorio de las formas légicas. De no
hacerlo asi, la reduccién serfa de tode punto imposible.

Pera el logicismo de Frege v Russell presentaba una sonte nove-
dad: el deseo de fundamenios firmes, claros v seguros para In malemdtics,

que se habfa arientado ya 2 la aritmetizacién del andlisis, se p gabi con
ellos en una blsqueda de los fundamentos légicos de la aritmdtica misma.

La idea basica de Frege v Russell es que la aritmética es iddntica con alguna
parte de la l6gica.

£l matematico G. Cantor (1845-1818}) habia emprendido ya ese camino
con su feoric de conjuntos, una de cuyas tarces pri of es suministrar
a la aritmética ¢l concepto de ntmerc {cardinal), Un innio es seghn
Cantor una coleccidn de objetes cualesquiera, fisicos o mentales. Los objetos
se llaman “elementos” o “miembros’ de] conjunto, v se dice quo pertenceen
a €l Un subeonjunio es, en cambio, una parte de un confunte, v se dice
gue estd incluido en &l Dos conjuntos son equivalentes cuandn puede esta-
blecerse entre sus miembros una correlacién bivnivecs, o, como también
se dice, cuando son coordinables: cuando comparados el uno con el otro
puede hacerse corresponder a cada miembro de une de ellos un miembro,
y sdle vno, del otre.

Esos conceptos iniciales de la teorfa de Cantor son concepios ldgices
qus no trataba la matemética tradicionals el de conjunio es el conoepte légico
de extensidn de un término; la extensidn de un término es Iz coloccidn de los
objetos a los que es aplicable (de los que es predicable} ess término (mien-
tras que la comprensién o intensidén de un Himino es su significacibn, el
“concepto” o conlenido de la representacién mental que suscita). El con-
cepto de pertenencia de miembro a conjunio corresponde al de predica-
bilidad del predicado al sujeto; el de inclusién de sub en conjunta
corresponde a la relacién logica entre la parte v el tode; v el concepto
de equivalencia de conjuntos estd construido sin usar la nocién de ntmero,

Con esos conceptos légicos Cantor define la nocidn de nimero cardinal

conjunte tiene en comin con todos los conjuntos gue
v con ellos sélo. Asi la nocidn fundamental de la aritmétic
vez fundamentada en la Jdgica.

Uno de los hechos més importantes de la historia de la clencis moderna
ha sido que el propio Cantor, ¥ otres autores antes v despuds de él, des-
cubrieron que en esa feoria, aparentemonte tan sencilla v fn & funda-
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mentar la matemdtica con conceptos ldgicos, era posible construir contradic-
ciones o paradojas.

La paradoja referente a los nimeros cardinales se basa en un teorema ele-
mental, lamado ‘teorema de Cantor’. Este teorema dice que el nimero cardinal
del conjunto potencia, CpS, de un conjunto cualquiera, §, es mayor que el ni-
mero cardinal de S. (Conjunto potenciz, CpS, de un conjunto cualquiera, §, es el
conjunto de todos les sub(‘onjlmtoe de S, incluido el propic 8 — como subconjunto
impropio — y el conjunto vacio, que es el que no tiene ningin miembro.) Cantor
demuestra ese teorema por reduccién al absurdo. Pero partiendo de &l se puede
construir la siguiente contradiceién o paradoja (o introducimos, como seria ne-
cesario, una notacién especial para los nlmeres cardivales de los conjuntos, sino
que los nombramos por ios nombres de sus conjuntos):

Sea T el conjunto de todos los conjuntos. Por ¢l teorema de Cantor, ¢l con-
junto potencia de T, CpT, tiene un nimero cardinal mayor que ol de T

) CpT > T.

Peze CpT es un conjunto {a saber: el conjunto potencia de T). Por tento, tiene que
ser un subconjuato de T, pues T es ¢l conjunto de todos los conjuntos. Eso quiers
decir que todes los miembros de CpT' son miemabros de T:

() CpT =T (Z y no < porque UpT podria ser, en esta versidn
muy szmphﬁmda un subconjunto impropie de 1.

(1) v {2) juntos componen la paradoja de Cantor sobre los ndmeros cardinales.

La tesis logicista consistfa en afirmar que la aritmética es una parte de
la lgica. Entonces las paradojas que aparecian en la fundamentacién de la
aritmética por la teoria de eonmntos tenfan que ser, en tltima instancia,
de naturaleza logica. Fisto exigia una revisién de la l6gica misma, una inves-
tigacién de los fundamentos de Ja 16gica. Esta investigacién produjo pronto
una obra que en seguida fue un cldsico: los Principia Mathematica (1910-

16913) de B. Russell y A, N. Whitchead (1881-1947).

Algunos autores contrarios al logicismo estimaron que las paradoijas de la
teoria de conjuntos no eran 16gicas, sino estrictamente matematicas, debidas a un
uso incorrecto de Ia nocién de infinito. Asi por ejemplo, la paradoja de los nimeros
cardinales se deberia a que se usa un conjunto infinito — el conjunto de todos los
conjuntos —- como si existiera ya hecho y completo, come infinito actual, segim
se dice, siendo ast que el infinito no puede ser nunca dado como date actual.
Perc Russell y otros autores descubrieron pronto paradejas de las que no podia
decirse que implicaran la idea de infinite. Un ejemplo de elias es la paradoja de
los adjetivos heterdlogos, de Grelling: Uamemos ‘heterdlogo’ al adjetivo calificativo
que no puede calificarse a si mismo. Por ejemplo, el adjetivo ‘castellanc’ no cs
heterélogo, pues puede calificarse » si mismo: en efecto, el adietivo ‘castellanc’
es castellanc, En cambio, 'monesilibico’ es heterdlogo, pues ‘monosilibics’ no es
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monosifbico. §Qué es ol adjetive heterdlogo™ ¢Fs heterdloge o no lo es? 8i es he-
terdlogo, no se calificard a si mismo, Por tanto:
si ‘heterblogo’ as heterdlogo no es heterdlog

Pero si no es heterdlogo se calificara a sf mismo. Por tanto:

si ‘heterdloge’ no es heteréloge es heterdlogo.

Paradejas como Ia de Crelling mostraban gue la crisis de © ntos afec-
taba también a la légica. La para{mja de Grelling puede entendarse, en efecto,
come vna paradoja de la predicacidn, de la atribucidn de un predicade 2 un
sujeto, lo cual es un tema clasico de la logien.

16. Lenguajes “mal hechas®. — Las paradojas parecian indicar que
el lenguaje cientifico ~ entendiendo por lenguaje el diseurse, la discursi-
vidad, la posibilidad de organizar y desarrollar articals e las 1dea.s —
era tan imperfecto desde el punto de vista logico como los | /
o historicos, como el lenguaje comim. Una 1mpcr;eﬂc*(3“ iges T
algin punto de vista determinado; el que aqul interesa es ¢l de la precisidn
y la regularidad sin excepciones.

Fn los lenguajes vivos, en castellano por eferaplo (aten 08 POT Con-
crecién al lenguaje eserito), hay frecuentemente més de un simbolo para
realizar un solo oficic gramatical, con diverses matices psiznlégizos que 1o
interesan desde el punto de vista 16gico. Por efemplo, le afivmacién simul-
tinea de dos enunciados puede expresarse por la conjimcidn Y, pero tam-
bién por una coma, ¢ un punio y coma, o una adversativa, ete. Ast ocurre
con otras varias relaciones, come la del 3‘1?{’06{19}1 {pr"ﬁ is) al consecuent
(aptdosis) en las craciones condicionales, ete, Por Gltimo, muchos nombres
son sindnimos, o sea, varios simbolos pueden sexvir para Yar un mismo
objeto.

A In inversa, un sbie skebolo puede desempefiar en el Ecrgt:{;e comén
varios oficios, Un mismo nombre puede aplicarse por analogia a varios
obietos, v hasta particulas de enlace, como las car;umxo%eg paeden tener
méas de un sentido. Asi por ejemple, la disyuncién "o’ ejocuiz en castellano
dos oficios disyuntives, uno exciuyente y otre no-excluyonte, cada uno de
los cuales contaba en latin con simbolos propics {"aut el sxcluyente,
“vel', sive, ‘sew’ para el no-excluyente).

Por otra parte, incluso cuando no se presentan esas impr
ingpirindonos en Aristoteles, podemos llamar, respect
v ‘homonimia’ — los nombres comunes o términos abstractos o
étnicos estén generalmente poeo determinados en oun R ex%c*"i

Por tltimo, los kﬂgaaies étnicos no tienen reglas procisas de formac
¥ combinacién de enunciados, no Henen una sintaxis exacta. mo las ante-
riores deficiencias, ésta se sugse por el sentide comin de 10 que hablan la
lengua, La gramética suele incluso apelar explicitamente al sentido comin.

LR
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Asi, cuando se decia en los manuales de gramatica que una oracién {un
enunciado) es la expresién de un pensamiento completo, se hacfa una apela-
cion al sentido comln del lector, e} cual debiz saber precientificamente,
por su uso del lenguaje, qué cosa merece el nombre de “pensamiento com-
pleto’. Pero las graméticas de los lenguajes étmicos po dan por si mismas,
sin apelacion al sentide comin, criterios téenicos suficientes de lo que es
una oracidén bien hecha. Sus criterios téenicos — por ejemplo, la estrue-
tura Sujeto-Predicado — no bastan para condenar pseudociaciones como
la siguicnte, parecida a otros ejemplos construides por Bussell:

cendcere ojea lenidad y estroncio bebe.

Esa serie de palabras es en efecto irreprochable desde el punto de
vista de aquel criterio: cada “oracién” tiene su sujeto v su predicade. Para
condenar como sin-sentido, como mal hecha, esa sarta de palabras, hay que
apelar no a la gramitica, sino al sentido comin.

La filosofia conoce desde antiguo numerosas paradojas ¢ aporias (“calle-
jones sin salida”) debidas a todas esas causas de imprecisién. La del montén
de {rigo, por ejemplo, se basa en la indeterminacidn extensional de los abs-
tractos: sivan cayendo granos de trigo uno a unc en el mismo sitio, jeudndo
hay un montdn, dado que la diferencia en un grane mds o menos es iirels-
vante? O la aporia del calvo: si un hombre pierde los cabellos uno a uno
seudndo puede decirse que es calvo? Si el abstracto “calvo’ estuviera defi-
nido con precisién -— por ejemplo, definiends sl conjunto de los calvos
como formado por todos y sdlo los hombres que no tienen ningin cabello en
el exterior del créneo —, la aporia no podzia presentarse. Lo que muestra
que es la indeterminacitn del abstracto la rajz de esta aporfa.

Otras aporias o paradojas antiguas se referfan al uso de conceptos ya
mis tedricos, como los de espacio, tiempe y movimiento, Estas aporias, que
han sido muy importantes en la historia de la filosofia, interesan menos a
nuestro tema.

En cambio, también en la filosofia griega, v probablemente en ¢l seno
de una escuela filoséfica que cultivé profundamente la légica — la escuela
de Megara —, se formulé una paradeja muy célebre que afecta al tema
mismo de la i6gica: la verdad o falsedad de enunciados. La estudizremos
a cortinuacidn,.

17. La pavadoja de Epiménides. — La literatura Hamada “doxogrifica’,
que recoge las tradicicnes sobre dichos y opiniones de los antiguos filésofos,
iradiciones adn vivas a finales de Ia Antigiiedad, conservd esta paradoja,
también llamada “del embustero”, que se atribuyé al antiguo pensador
cretense Epiménides, a veees incluido entre los siete sabios. Como se ha
indicado, la paradoja parece proceder de la escucla de Megara v del
siglo 1v a. n. e. El texto mds completo ha sido transmitide por el apéstol

EL IDEAL DEL LENGUAJE BIEN HECHO 43

Pablo, el cual, bablando de los cretenses, escribes “Bien dijo uno de ellos,
su propio profeta: los cretenses, siempre embusteros, bestine malas v glo-
tones.”

La paradoja estd contenida en las cince primeras palabras de la frase
atribuida a Epiménides: éste, que es cretense, dice que [todos] los creten-
ses mienten siempre. ¢Es verdad lo que dice Epimdnides? 51 es verdad,
como Epiménides es cretense, tiene que mentir slempre; luego 1o que dice
es falso. La paradoja de Epiménides se estudia mejor en nna versiér_z sinm-
plificada que le ha dado el 1égico e historiador de la légica Jan Zukasiewicz
(1878-1936). Sea el enunciade

este enunciado as falso,

Llamémosle “p". Si es falso, la verdad es la negacitn ce lo que dice. Por
fanto:
St *p’ es falso, P’ es verdaderc.

i es verdadero, la verdad serf lo que dice. Por tanto:
si p’ es verdadere, "p es falso.

Esta antigna paradoja ha side muy recordada y estndinda en los aftos
en que se construyé la modema logica simbdlica, porque wrc‘asul"t'aba tener
un parecido de familia con algunas paradojes mci?fn consty s, Temando,
por cjemplo, la paradojs de Grelling entes citada, se aprecia qlie la de
Epiménides tiene en comtn con ella una clerta reflexividad: el gue :n
adjetive sea o no beterdlogo es algo que Heme que ver com una relacién
del adjetivo consigo wismo; y el enunciado "’ es un enuncinde que afirma
de si mismo la falsedad. En la gramética de los lenguajos cos no hay
ninguna regla que prohiba construir formaciones con ese tpo de reflexi-
vidad que parece estar en la base de paradojas como la de Epiménidos o la
de Grelling. Por eso una de las soluciones clésicas al problemna de las para-
dojas consiste en introducir una regla que prohiba la formacitn de enun-
ciados y la construceibn de nociones con esa. clase de reflexividad,

Cervantes presenta en el Jndjore un acertijo basado también en una reflexividad
pero de naturaleza empirica: n

“Un caudaloso rio dividia los tdrmines de vn misme
atento, porque el caso es de importancia y alge diffieudtosa:) o
este rfo estaba una puente, v al cabo della una horea, y un
diencia, en la cual de ordinaric habla cuatre Tuezes que &
puso el duefio del rio, de ls puente y del seficrio, que era en s i 0
passare por esta puente de una parte a otra, ha de jurar p o r ddnde v a qué
va, y si jurare verdad, déxenle passar, y si dixere mentire, va por ello ahor-
cado en la horea que alli se muesira, sin remisién aigl‘;mnﬂ( Fobide esta ley, v la
rigurosa condicién della, passabap muchos, y uego en lo qu n se echaua

{y esté v.m.
puns que sobre

H
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de ver que dezian verdad, v los juezes lo dexauan passar Lbremente. Sucedié
pues que tomande juramento a vn hombre, jurd y dize, que para el juramento
que hazia, que yna a morir en aquella horca que allf estaua, v ne a oitra cosa.
Repararon los Iuezes en el juramento y dixeron: Si a este hombre le dexamos
passar libremente, mintié en su juramento, y conforme a la ley deue morir, v osi
le ahorcamos, el juré que yua a morir en la horea, y aulendo jurado verdad, por Ia

misma ley deue de ser libre. Pidese a vuessa merced, sefior Gobernador, qué
haran los Iuezes de tal hombre...”

La importancia de las paradojas quedaba clara por el hecho de presen-
tarse en lenguajes de gran exactitud, como son el lenguaje matemdtico
abstracto de Cantor, o la “eseritura conceptual” de Frege, un simbolismo
para Ia logica inspirado en el de la matemética. Pera, reciprocamente, las
paradojas iban a su vez a intensificar el interds por los lenguajes exactos y
artificiales de ese género, precisamente porque estos lenguajes permitian
un estudio més preciso de las paradojas.

Todo esto motivaba suficientemente el deseo de introducir en la inves-

tigacién de fundamentos, y sefialadamente en la légica, el uso de lenguajes
artificiales,

18. Lenguajes “bien hechos”. Céleules formales v lenguajes forma-
lizados. Metalenguaje. —El que las paradojas aparecieran también en
estudios logicos que utilizaban ef simbolismo artificial de inspiracién mate-
mitica mostraba que el simbolismo no es lo esencial para conseguir un len-
guaje coherente o consistente (sin contradicciones). Un buen simbolismo
puede ser @l para superar algunas deficiencias légicas del lenguaje
comtn. Por ejemplo, atribuyendo un stmbole, y s6lo uno, a cada objeto o
funcién del campo considerado en cada caso, del universo del discurso
de cada caso, se evitan la sinonimia y la homonimia. Pero no se evitan
ni la vaguedad de la nocién de enunciado ni las paradojas. Para evitar
también éstas hace falta algo més que un conjunto de simbolos unfvocos:
hace falta una gramética, Todo tiene que ser artificial, no sdle el vocabu.
fario, si se quiere tener un lenguaje “bien hecho” desde el punto de
vista logico, que no permita vaguedades en las formas ni contradicciones
en el discurso, en el uso y la combinacién de las formas.

Esta idea tenfa ya su historia. &l filésofo Condillac (1715.1780) habia
sostenido que una ciencia es un lenguaje bien hecho. Pero en el ideal del
lenguaje bien hecho confluia ademis otra tradicién Iogico-Rlosdfica mds
antigua, a la que puede lamarse “tradicién algorftmica’. Los principales
representantes de esta tradicién son Ramon Lull (1235-1315) ¥, posterior-
mente, Leibniz. El ideal algoritmico aspira a reducir el razonamienio a
cileulo. El cdleulo de Lull (Ars Magna) consistia en unas combinaciones de
simbolos {que representan nociores morales y teoclégicas) con ayuda en
algunos casos de ciertas figuras geométricas superponibles y mdviles.
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i céleuls nético (ealonlins
Leibniz, que, como mas moderno, preferia un céleulo i }‘_3 {e ij:?f\n
universalis), ha expresado muy claramente la naturaleza de la -._—,w-uzzgim.m
mica ¢ z i , légica: Leibniz quiere proceder en
algoritmica del razonamiento v de la 16gica: Leibniz S pwmo&e o
i6gica “al modo como calculamos en Adlgebra’, porgque el 7 maco ce
i ¥ H LS Ty . ol
enderezar nuesitos razonamientos consiste en ’szat,eﬂos g«m 5.1,. <iflos 0
temat i 1 hatiar el propio eIr
Jo son los de los mateméticos, de modo gue se pueda; 1 1 propio enier
i i ‘e iAg DOFSODAS, $€ ek
a simple vista y que, cuando haya discusiones entre las persons N Lﬁgng
decir sencillamente: contemos, sin més ceremonia, & ver Juien
razon...” _ N e e
El punto de vista algorftmico es también una vezsxg;& ésaia _Eidef Qiehiel ’
% 4 S R ? BE g a a - .
je bi ool sa que la comsidervada ha
guaje bien hecho, pero mas ag*;.bzcza a qL‘ S t; sicorads, iing
Su principal caracteristica consiste en lo siguiente: en us o 020
- 3 3 nr rrris Of A 03,
ritmo es posible realizar operaciones sin saber qué sig : $_os ;s;rm o
1 letras que se usap en muchas demostraciones matomatica:
e - 0 Jiferencia mis wvisible entre
significan en ellas nada concreto. Esta es la diferencia wods nere
g . = . 1o dste osfd: oue TIra Merd .
un cdleulo v un lenguaje, por bien hecho que éste esté: que 8 § mi, cer
ol nombre de lenguaje’ un sistema de shmbolos tene que ser 1a %L v
i igni fentr aloulo no estd fan directa-
formaciones signifiquen algo; mieniras que un caicuio
. NI
mente vinculado a significar. 1 ) ,
I i 3 T los g1 inte-
Se vig en el capitulo I que los esquemas §01ma;e§; por los que se ‘ﬁtq
i K £1 . M — 2 a-
resa la logica presentan tambidn, como los caleulos, elementos sin signinc
: ol que el ideal algoritmico se introdujera
cidn concreta, Por eso exa natural que e id i3 o
7 T i3] & £ < 211
en légica, acompafiado y ayudado por la nueva costumoes de trzbajar
t] R S e ? s ' 7
esta disciplina con simbolismos parecidos & ios de los 2.gos
maticos.

o~

a5 male-

= hace que
ingitisti i} i len-
ésta rebase ¢l enfoque lingilistice. Un céleuls, como se ha no esI m“is -
guaje, puss sus formaciones no significan directamente. Usn soﬁo e uE
: i t i 5 s sionificact . ando no g
lenguaje cuando estd interpretado, atribuyéndole sig Cvando no lo
esth, las operaciones que se roalizan o pueden realizarse con sus j :
o i i 3l mas
compararse mas con los movimientos de un fuego, como el o as csz hz .
gue con las composiciones de palabras v oraciones en’:m ) — Por © 13;
autores que conciben una tsoria general de los caloulos ¢ : —T-A.;Sw formale
L idéntica con la l8gica, ¢ come fundams de la lgica. —En
{H, B, Curry) como idéntica con la ¢gica, o ; ol lgiea — B
este libro se conservars el enfoque lnghistics, segin wna conoopeion gu
plicitaré més adelante.

i

51 actualmente

Las dos tradiciones del lenguafe bien hecho se anm
en la distincién entre cdleulos formales v lenguajes fo o de Io
i ist s istomin que consts
Un cdleulo formal (o sistemsz formal) es un sistomn qu nsta de
siguiente:

1.2 Un conjunto de simbolos elementales, andlogos ﬂe ios t nos o paiia-
bras de un lenguaje, o de las fichas de un juego de damas; ese conjunto

3 3 3 a1 fmhol
estd definide efectivamente, es decir, de tal modo gue ante un sfmbole
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cualquiera, siempre es posible decidir si ese simbolo pertenece o no al
vocabulario del caleulo. A causa de la influencia ejercida por la mate-
mética en la logica, muchos de esos simboles son familiares desde la
matemdtica de la ensefianza media. Asi por ejemplo:

para indicar individuos cualesquiera suelen ulilizarse en Idgica
ias dltimas mimisculas de! abecedario latino, como «', "¢, %,
i, W, T

para indicar propiedades cualesquiera suelen usarse mayidsculas
latinas, como ‘P, 'Q, ‘R, ‘5

para indicar conjuntos cualesguiera {clases) de individues, suelen

usarse mintsculas griegas, como o, 'F, Y.

4

b

Menos inspirados en la matemética estan otros signos que iremos intro-
duciendo a medida que los necesiternos.

A continuacién de la lista de los sfmbolos elementales o primitives
suele indicarse en la exposicién de un cileulo el procedimiento por el
cual se introducirdn nuevos simbolos a partir de los primitivos, Tedrica-
mente, esle no es necesario, pues se podria siempre operar con los sim-
bolos primitivos. Pere en la practica el expediente de la definicidn es
imprescindible. Las definiciones de un cileulo no suelen dar explicita-
mente nociones, significaciones, sino que son meras autorizaciones para
usar unos simbolos en vez de otres que la definicién declara equivalen-
tes a log primeros. Por eso las definiciones suelen expresarse mediante
un simbolo de equivalencia. Aqui usaremos “¢y, colocado entre el
nombre del simbolo o Ia expresién que se desea introducir (definiendum,
situado a la izquiczda de "¢34) y el del simbolo ¢ la expresién ya cono-
cidos a los que sustituyen (definiens, sitvado a la derecha de "</,
He aqui un ejemplo (cfr. 15):

Cpl' 5T g CpT<T, 0 CpT =T

Un conjunto de reglas, lamadas ‘de formacién’, que indican cémo
pueden combinarse los simbolos clementales en formaciones compues-
tas; el andlogo de estas reglas en un lenguaje es la definicién de oracidn;
en un juego de damas, las reglas sobre las posiciones que pueden ocupar
las fichas. El conjunto de las reglas de formacién tiene que ser tal que
el concepto de enunciado, o férmula, o esquema, sea también efectivo,
de modo que se pueda decidir siempre si una determinada combina-
cion de simbolos elementales estd o no permitida en el caleulo.
Un conjunto de reglas, Hamadas ‘de transformacion’, que indican ¢émo
puede pasarse de una combinacidn de sfmbolos elementales a otra,
de un enunciado, formula o esquema 2 otros, lo que eguivale 2 transfor-
mar la przm(,ra lo andlogo a estas reglas en un lenguage son los princi-
pios sintdcticos de la compasicién de oraciones, composicién que expresa
el razonamiento; y en un juego de damas son las reglas sobre el movi-
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miento de las fichas, Este conjunto de reglas tiene gue pormitis que el
concepto de fransformacién sea también efective, de modo que se
pueda decidir stempre si una determinada transformncién esté o ne per-
mitida en el cileuls.

La construccidon de un cileulo se hace en esos tres pasos sin atender
a nada ajeno al cdleulo, 2 significaciones ni aphcgex@nes del mismo. Pero
normalmente un cdleulo se construye para alguna Qj{f”ﬁamfm o slgunas
aplicaciones, por lo menos a log CoapeptOS ogicos de crumdiads, predicado,
sujeto, ete. Por eso, una ver necho el ciloulo, interesa o stablgeer de una
manera general como se comportard en su funciomamisnts v anlicacitn.
Esto se establece estudiando el céleulo desde el punte de vista de tres
propiedades que, en diversos grades, ss deseable gue ionga, Esas tres
propiedades son la consistencia, la completud v la decidibdidad,

Un céleulo es consistente cusndo es émpi}sﬁ')i” demosizar en €l una
contradiceidn, es decir, un enunciade y su *1cgacwz

Un céleulo es completo cuando se pueden demostrar en 4l como feo-
remas todos los enunciados formalmente verdaderos oo bles con sus
simbolos, También puede decirse, desde el punto de vista de

ia aplicacidn:
cuando, aplicado a los principios o axiomas de la teoria para Ia cual ha
sido construido, produce como ieoremas todss las verdades de esta teorfa.

Un céleulo es decidible cuando es siempre posible establecer, en un
mimero finito de pasos normados, si una dsterminada formuln pertene-
ciente a su lenguaje es ¢ no es un teorema de dick wlin, (Usamos
pues “decidibilidad’ en el sentido de “efectividad de la : do teorems’.)

La consistencia ez en general una mepwdg o e a veces
haya gue renunciar a su demosiracion). En general no  tiene intords un
céleulo que sea inconsistente, pues al demostrar a Ia vez un enunciado y
st negacidn, lo demuestra todo: todo enunclado es un teorema de ese
céleulo, el cual, por tanto, no distingue entre verdades v falsedades.

La completud v la decidibilidad son menos necesaring, Son més bien
concretizaciones del ideal algoritmice del lenguaje “bien hache”. Completud
v decidibilidad se diferencian en lo siguients: cuanda Ca,;cdo es
completo, sus reglas permiten oblener todos los envncindos verdaderos
de su universo del discursc. Pero, dado un epunciado, o se sabrd si es
un teorema hasta que se consiga consbruir una demestracidn del mismo
con las reglas de transformacién del cdleulo. 51 no se encusnie esa demos-
tracién, no se podrd estar seguwrc de que el enunciado no es teorema, pues
no estamos seguros de gue la demostracidn no oxista
cdlenlo es decidible, cuenta con un procedimiento “_r:‘;w. iznar, dado
eualguier enunclade y aungue no se le fenga atin co I con las regias
de transformacidn, si ese snunclado es un isorema o no. E,n célevlo gue
ante cualguier enunciade sea capaz de demostrar ese crunciado o su ne-
gacion es pues un caleulo de czuzhb. Por esc admitiremos que todo cdlenlo

&, = IRTRODUCOTSN A LA LAGICA
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Las nociones de consistencia, completud y decidibilidad han quedado ex-
puestas de un modo intuitivo, Pero se pueden dar varias formulaciones téenicas
de ellas, desde los puntos de vista sintéctico y semdntico gue se consideran en 18.

Un lenguaje formalizado es un cleulo interpretado. Es lenguaje porque
la interpretacitn le hace significativo. Es formalizado porque tiene en
tedo lo demds la estructura exacta efectiva del caleulo, En un lenguaje
formalizado una operacién se justifica, como en el caleulo, mostrando efec-
tivamente que hay una regla que la justifica, y no, como en el lenguaje
étnico, apelando al sentido combn para que aprecie que la operacién tiene
un sentido aceptable. ‘Formalizay’ significa precisamente dar esa estructu-
ra exacta y efectiva. Simbolizar es en cambio sdlo dar simholos, cosa que
puede hacerse también con un lenguaje no exacto, Pero la formalizacién
es mucho mds cémoda de realizar si va acompafiada de simbolizacién.

Un principio fundamental del método con el que se construyen tanto
los céleulos cuanto los lenguajes formalizados consiste en distingair cuida-
dosamente entre los simbolos v formaciones del céleulo o lenguaje forma-
lizado y el lenguaje en el cual se habla de ellos, Asi pueden evitarse
paradojas como la de Epiménides. La afirmacién de la verdad o falsedad
de formaciones del céleulo o lenguaje formalizado debe hacerse en ofro
lenguaje — Hamado frecuentemente ‘metalenguaje’ del primero, que es
el lenguaje-objeto, o lenguaje de grado cero.

Con todos esos elementos, el ideal del lenguaje bien heche se presentaba,
sefialadamente en la obra del matemético y logico David Hilbert (1862-
1043}, en la forma mds ambiciosa que habia tenido hasta entonces em
Ia histeria de las ciencias formales: se trataba de construir la légica y la
matematica fundamental como célculos, como sistemas de simboles sin
significacidn determinada, sinc segiin las necesidades de cada caso (incluso
para sillas o fieltros de cerveza, decia Hilbert), v dotado de reglas de for-
macién y de transformacién suficientes.

El principal objetivo dei programa de Hilbert era conssguir demostra-
ciones de consistencia, es decir, garantias de que en una teoria dada se
evitarian las paradofas. Pero aqui nos interesa més otro aspecto del progra-
ma de Hilbert: ese programa algoritmico o formalista {tal es el nombre que
ha recibido la escuela de Hilbert) tendia a concebir 1z deduccidn como
algo mecanizable, al modo de Lull o Leibniz, La diferencia es que ahora
no se pretendia mecanizar cualquier argumentacidn y en cualquier tema
(Lull y Leibniz pretendieron hacerlo incluso con las argumentaciones
moarales); pero subsistia la aspiracién a mecanizar 2 deduccidn, Ta exac-
titud del céleulo, o del lenguaje formalizado, debia liberar el pensamiento
del cientifico, como escribe Frege, de la sumisién al lenguaje (comin), y
s¢ nueva y segura eficacia evitarfa al hombre el trabajo intelectual de-
ductive, que es sin duda en cierta medida mecinico, no creador.
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18, La invesiignridn de fundamentos en I0gice. Binlswis ¥ semébn.
tica. — Estudiar la posibilidad v sl modo de consivuir la
guaje “bien hecho”, come célewdo o lenguale form
légica misma la investigacidn de fundamentos, pues sug
nociones primitivas o elementales v averiguar el modo come

USOAr Sus
¢ fundan

Ias demés. La investigacidn de los fundamentos de los ﬁiﬂ“ems o lenguajes
v comprende

légicos recibe frecuentemente el nombre de "metstd
dos investigaciones principales: la sintaxis y la sem

£

do en ‘metamaterndtizs’

Ll nombre ‘metalégica’ estd inspira
formalismo para nombrar fa teoriz fundamental {la investig
de la matemética.

La sintaxis estudia los lenguajes desde un puntc de vista aEgGmtmmO,
G sea, sin interesarse mas {TLQ ?}GJ. &8;? ieiaCIGﬁeS entre 13‘3 g4
determinado lenguaje Ksmiaxz@ ﬂssecmi) o por las relaciomes pao
simbolos lingiifsticos cualesquiera (sintaxis general). No se foterosa por las
significaciones de los sfmhbolos, por sus referencias a entidades ajenas al
sistema maismo de los sfmbolos. Esta referencia de los simholos v las forma-
ciones lingiifsticas & algo que no sea el sistema de sfmholos mismo, es decir,
el oficio significative del lenguaie, es en cambic cbjeto de la semdntica (que
también puede ser especial o goneral).

Seghn esto, la presentacidn gue antes vimos de lo que es un cafeulo
formal o un lenguaje formalizado era sintdctica, pues se basaba stlo en el
establecimiento de reglas para usar y combinar {relacionaz} sfmbelos. En
eiecto, el método cominmente seguido en la presentacidm de un sistoma
formal es sintdctico: consisic en copstruir un lengonie ne intorpretado
— @ sea, mas propiamente, un cileulo — sin hacer cons i6n zﬂguna
sobre las posfbies aplicaciones del mismao, lo cual seria va semintico, puesto
gue referiria el cdleulo s algo ajeno a &l. Bl método sintheticn de la cons-
truceién garantiza que ol sistems es realments formal, que a@&a rormacién
y toda operacién (transformacién) en él se ;Lstﬁcad o fundamentan por al-
guna regla explicita, y no por la inteleceidn del que las

T sintaxis de un cdlenlo o sistema es el conjunto de as in
las nociones y notaciones necesarias para formularlas. Por ele

.{JO para

dar reglas sintdcticas de formacidn de e‘{pze:,m:ﬂ es correctas & partir de
simbolos elementales de un determinade cdlenle, hace falta Ia 1dea sintéc-
tica de concatenacién. Con ella, una vez dados {medianio otra regla sintic-
tica atin méds elemenial} simbolog como "%, P, nna regls de formacidn

pusde ser del tenor siguiente: 'la concatenmacitm de ‘P con ‘% es una
expresion bien hecha’. La misma nocién de expresién bien hacha, o férmula,
g8 sintactica.

Notaciones importantes de la sintaxis son las Hama
theticas’. Estas son letras que se usan para referirss a ¢

“variahles sin-
25 del cileuln
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de que se lrate. También ellas sivven, por ejemplo, para enunciar reglas de
formacion. Asi, para enunciar la 1egla de que en un determinado céleulo
el resultado de escribix Ja conjuncién ‘¢’ entre dos expresiones bien hechas
5 & su vez una expresion bien hecha, puede decirse: ‘si X, ¥ son expresio-
nes bien hechas, entonces la concatenacion de X, ‘Y, ¥ es una expresién
bien hecha’. “X" e Y son en esa frase variables sintActicas.

Partivemos del principio de que lo 16gico no es el caleulo mismo cons-
truido por la sintaxis, sino el lenguaje formalizade que resulta de inter-
pretar ciertos calculos con los conceptos tradicionalmente llamados “légicos’,
como son los de verdad, falsedad, enunciado, sujeto, predicado, clase, rela-
cién, cte. Los chleulos serdn, segim esto, la formalizacién sintdctica de la
légica, Esta concepeidn, que H. Scholz (1884-1956) senté por motivos filo-
soficos y B. Carnap ha desarrollado por motivos téenicos, hace que conser-
vemos el enfoque lingiifstico en légica.

El estudio semdntico es siempre estudio de un sistema de simbelos: un
lenguaje o un cdleulo. Los conceptos del método semintico que més nos
interesan son los siguientes:

Denotacidn o significacién de un simbolo es el objeto representade por
¢l Por ejemplo, Iz denotacidén del términe {simbolo nommal) Miguel de
Cervantes Saavedra’ es Miguel de Cervantes Saavedra.

Sentido de un término es el modo como ese términc significa. Asl por
ejeraplo, el términc ‘el autor del Quijote’ significa Miguel de Cervantes
Saavedra en un sentido distinto que el término ‘el Manco de Lepanto’, que
también significa Miguel de Cervantes Saavedra.

Una interpretacion es una atribucién de una significacién a un simbols,
¢ un sistema de atribuciones de significaciones a simbolos.

Un concepto impartante del método seméntico es el concepto de verdad.
El concepto semintico de verdad ha sido expuesto técnicamente por
A, Tarski. Su origen estd en Arvistételes, y aqui puede bastarnos la versién
més intuitiva dada por este fiidsofo en su Metafisica, donde se lee:

decir que lo que es no es, o que lo que no es es, ¢s lo falso; decir
gue lo que es es ¥ que lo que 1o es no es, es lo verdadero,

En la semantica de Ios cdlculos tienen mucha importancia los enunciados
formales, o esquemdticos, que son verdaderos para cualquier interpreta-
cion; éstos son los que en el capitulo I Hamamos ‘verdades formales’. Los
enunciados formales que son falsos para cualquier interpretacidn se
llaman ‘contradicciones formales. Un ejemplo sencillo es

xes Pymnoes P

Por dltimo, hay esquemas que no son ni verdaderos para toda interpreta-
cién ni falsos para toda interpretacién, sino verdaderos para unas y falsos
para otras. El Esquema I del capitulo T era de esta clase. Las interpreta-
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ciones que hacen verdaderc 2 un esquema se laman
del mismo,

Los puntos de vista sintéotico y semantico deben <
samente, Pero es Gfil también userlos vno tras oftro en vn ™
como haremos con frecuencia.

Neo se debe perder de vista que la sintaxis y la seméntica (Ia memiégi?a
en general) son, usande una terminclogls gue ya conooomos, matalingiis-
ticas respecto del céleulo que estudian, Las reglas sinticticas son e nmncins
que hablan de combinaciones de simbolos del céleulo. Las yeglas semén-
ticas hablan de como denotan clertas combinacionss de simbel &ei ealoulo,
etedtera. En todo caso, eaunciados sintactivos v ¢ semAnticos

aje §01m3=

ne son enunciados del lenguaje formalizado, sino sc‘b‘:
lizado (o cileulo): pertenecen pues a metalenguajes de
evitar que se produzcan formaciones con el tipe de 1‘@""
en la raiz de cierias yazado;as {ii amfid%, precisaments, _ as’y, 1as
reglas v, en general, los enunciados de la sintaxis y ¢ de la ca de un
ienguage se escriben en ofra notacidn distinta: en un mol 1
tico y un metalenguaje semdéntico, Esos metalenguajes, pox obra §0b1€ todo
de Tarski y de Ca‘rnap, han side formalizados a su vez en mayor © menor
medida, lo que guiere decir que la sintaxis y la semintica son elias mismas
sisternas més © menos formalos E‘Pa}:a cada chleulo). Pero en este manual
las consideraciones sintdcticas v seménticas se harin en Tengunje c‘zsieﬂana
comiin, a un nivel intuitivo, aungue usando algunos exp
gitisticos (sefialadamente, variables sinticticas).

. W. Beth ha llamado (1982) ‘hermenéutice” a las o0
ticas olementales quc se hacen inmitivamente en el lenguaje ¢
podriamos Hamar gs smatics’, en ver de ‘sintaxis’, a las ¢
gque baremos sobre la base intuitiva del lenguaje comin
propiamente gramitics y hermendutica en eso sentido, 3

mente) de sintaxis y seméntica.

. Pero, zun

, estudio de las
n ia semid-
5. No se

A la sintaxis y & la seméntica se afiade la prog
relacionss entre el languaje v los que Io usan; las ires
tica (R. Carnap), que es una teoria logica general de Tos long
haré en este manuzl ningune referencia a la pragm

A pesar de lo diche sobre el carfeler metalingiiistice de la sintaxis, existen
técnicas para formalizar la sintaxis de un céleulo dentro del cdloule ‘fmq"m, gin:
caer en paradofas. Asi se puede formalizar, por efemplo, en un clerto eilevlo, la
necién sintactica de férmula no demostrahle en ese cdleulo.

20. Les Hmites del ides? algoritmico, — La aspiracién 2 mecanizar la
L - o

inferencia se ha Hmitado siempre en la practica, incluso en los casos de

Lull v Leibniz, més ambiciosos en teorfa, a la inferencia deductiva, Esta
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se definia clasicamente como la inferencia que se funda en enunciados
generales para afirmar enunciados menos generales, Los “silogismos” de los
cjemplos Ia y 2a del capitulo I son deducciones. {La deduceién puede defi-
nirse mas generalmente como el tipo de inferencia que vale por razones
puramente formales.} Perc la deduccién no es el émico género de inferencia
usado en la ciencia. Las ciencias reales no disponen siempre de enunciados
generales que les permitan inferir para cada caso otros particulares. Mas
bien es su tarea principal el conseguir enunciados generales a partir de
enunciados menos generales o incluso singulares (de sujeto individual) refe-
rentes a hechos observades. El tipo de razonamiento por el cual se pasa de
enunciados singulares, o particulares o menos generales 2 otros més gene-
rales se llama “induccidn’, y el anterior es el modo tradicional de descri-
birlo, Esta clase de razonamiento ha sido objeto de mmucha discusién en
teorfa de Ia ciencia, y sigue siéndolo hoy. Pero es tan frecuente como el
deductivo, tanto en la investigacién cuanto en la exposicién didéctica.
He aqui un ejemplo de inferencia inductiva, tomado de un libro de quimica
estudiado en la Universidad de Barcelona, El autor da en forma de tabla
la siguiente serie de enunciados singulares:

Helio a 00 C

Presidn en atm. Vol. en litros Producto V<P
1,0020 2237 22,41
0,8067 27,78 22,41
0,6847 32,73 22,41
0,5387 41,61 22,41
0,3550 683,10 22,41
0,1937 11565 2241

(Cada una de las lineas de la tabla constituye, efectivamente, un enunciado,
reducible a un esquema de Ia forma siguiente: “a 0°C y una presién de
P atm., una masa x de helic seco ocupa un volumen V, v el producto
V X P es 22417,

De esa serie de enunciados particulares (mas otros referentes a otras
presiones, otras femperaturas, olras masas v ofros gases), el autor inflere
el enunciado general Hamado “ley de Boyle-Mariotte’ en la formulacidn si-
guiente: “Para cualquier masa de gas seco a temperatura constante, el
producto del volumen por la presién (V XX P) es constante”.

En las discusiones sobre la induccién no suele ponerse en duda que
este tipo de inferencia no es valido por razones formales, como lo es la
deduccidn: su validez depende del conocimiento de los particulares objetos
estudiados, de la materia del conocimiento. Por eso mismo, la validez de
los conocimientos obtenidos por inferencia inductiva no es tan permanente
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toda 1a 1égica formal, como teoria de la deduccidn, Iuera i;g@murm
i i 1 ai & 3 3 . ST S SR
céleulo, con lo que la deduccién habria dejade de ser tarea e
: } ient artir de 1830 varios autores < TRYOT
para el pensamiento. Pero & partiv de 1830 Varios Ea ivg o A
también esa suposicién eva excesiva (en los capﬁu;es’?nm il se dm;sé -
los principales resultados de esas demostraciones): s6lo 2 redu
N , algori te de la l6gica gue no llega al grado
un modo general & algoritme una parte ae ;1 ﬁ}(%,, $18 o e
. - s . . 2 oy the T
teacid it ca, Para niveles de oon .
de complicacién de }aegzztmetzb i D e v 16
posible reducir a algoritmos ramas o teorfas mds 0 MENOS 7 T D e
comstruir algeritmos que abarguen a todas las teorias de uno 6o es .

21, Les frutes del programa algeritmico. — Una em ::; verd;izrjg—
mente cientifica no es nunca estéril, aungue. noc aica?:nc“e : ,fnif.gg i ;}\n v
inicial, Asf ocurre con el programa gigor;tng;s, -dfiai«-im no;ﬁ:l ‘1; conek
gue algo relacionado con su Tabﬁ;e’ah}m, a Siaffﬁ- L;{ on vgf;} é?genal i
de la potenciz de%uciiva de la dgica, un enriquech

étodos formales, -
los ;;mbién para la aplicacién & ias ciemfas ze:ﬂei iz& s;{je i:csuen;i;ﬂ;li
ideal algoritmico. Pues la limitacion & fia§ partes de una clontia q-; s© const
deran conclusas y construibles dednﬁiwamenie no es, @ { g;m&é;ninte.
cosa para el progreso dela imves%ig;ac;ien,- ai‘cgfe ce;zi:. ‘ »»,{iﬂ:ig ,; o de. ;]g(_;_

Pero, sobre toda, al demostrar la mvm‘bzhtﬁt&dg de hng.-}_a,-i ‘#de 8o
rifmizacion de toda la infervencia deductiva, zavmggfeaﬁ 13 La_jw;l;;;; .Ccmg
claridad sobre los Hmites de o formal que no i}a%}fa;: fr‘ o a ;Ohame
pracban las aspiraciones de Lull o de Leibniz, En ol fnturs zm’;j E; egia{?te

y sofiar % lquier
ingt Lenfo vielva a sofiar con zanjar cueigid :
edlc mnéunmﬁlose(}s";}sré Le;ﬂ;}‘-'z Tste resultado Hene pues incluse relevancia
calenios, Como sy bodz, Fste res
filegSfica. o ( N .
Otro fruto de los trabajos algoritmicos nos interesa ﬂ;}m C{ e
11 la vrinci A s 1f
Como se dijo en el capitulo 1L, la principal apm:xag..;,n de E; (
fencias 1 es indirecta: iste en suministrarics los
2 las ciencias reales es indirecta; consiste en 5UT o o8
para analizar sus propios conceptos y construcciones, y Ao s sus Jure
'um i gisar sus n idades,
4 tos, localizar sus puntos OSCUIOS Y DTOLISAT SUE 719 !
o 1a oo idn de caleul lenguaies forma o como Conse-
Lien. la construccidn de cdleulos y lenguajes 101t
el

rruamentos




54 LA LOGICA FORMAL Y LAS CIERCIAS REALES

cuencia un afinamiento de esa capacidad analitica. Elic se debe a lo
siguiente.

Aunque un lenguaje formalizado es un sistema que funciona —o se
usa — independientemente de la significacién de sus simbolos, pues lo que
funciona es el calculo interpretado en ese lenguaje, sin embargo, la légica
construye esos lenguajes y los cdleulos teniendo en cuenta posibles aplica-
ciones, por lo menos [a aplicacién a los conceptos ldgicos. Del célculo, o del
lenguaje formalizado, se espera que dé de ¢f Ja forma de toda la teoria
{normalmente preexistente en lenguaje comin) a la que se desea aplicarlo.
Una tal exigencia, aunque la mayoria de las veces no se cumpla, impene un
conocimiento muy preciso del sector de lenguaje natural que se trata de
formalizar, de llevar a la exactitud del célculo, ¥ esto a su vez exige un
andlisis de la mayor finura posible.

Por Io comiin el analisis se limitar4 al sector del lenguaje comin que sea
relevante para la deduccién, para la trasformacién de la teorfa en lenguaje
formalizado, en teoria formal. Perc en este reducido sector, el andlisis
Hene que ser de una finura desconocida por la ldgica tradicional. Asi la
construccidn de cdleulos, aunque es una actividad sintétca, ¢ sea, una
composicién, facilita un apreciable progreso en el andlisis de los elementos
y la estructura de las teorias cientificas y del lenguaje comin en general.
Los resultados basicos de ese progrese del andlisis han renovado sustancial-
mente la teorfa de las categorias logicas, objeto del capitule IV,

Avinpice an Cariruono 111

A. Tetxos gitadoes. — Pablo, 1.* ep. a Tito, 1-2. — Cervantes, Quijole, Segunda
parte, cap. LL — Leibniz, “Elementa characteristics universalis”, en Couturat:
Opuscules et fragments inédits de Leibniz, p. 43; “Projets et essais pour amiver
3 quelque certitude...”, en Coutwat, p. 176. — Aristdteles, Met,, T 7, 1011b
25-97, — J. Babor y §. Ibarz, Quimica general moderna, 4% ed,, p. 5.

B. Observaciones. — a 18: Ia versién dada de Ia paradoja del montén de trige
no es la antigua, pero estd contenida en ésta. — a 18: Ia palabra ‘algoritmo’ pro-
cede del nombre del algebrista 4rabe Mohamed ben Musa Alkarismi (siglo x).

Caplrorg IV

LAS CATECORIAS LOGICAS

22, Andlisis légice ¥ catogovins. «— Una clencia tiene gue ponetrar en
la realidad que le es &aﬂa para desmenuzar, segin su punte de vista, el
vago dato que es esa realidad: para buscar los componantes de ésta que
convenga considerar clementales para los fines de ln investignoifn de que
se trate. Esa actividad se Iama andlisis o resolucién, y tiene su ejemplo
més material en la quimica: ! andlisis quimico de un cuerpo dado es la
busqﬂeda de los “clementos” que lo componen, para hacer luego afirma-
ciones sobre la naturaleza v la estructura de ese cuerpo.

De acuerdo con lo que en el capitulo I dijimos sobre la abstraccidn,
también el anilisis supone ideas previas, abstracciones que lo diviian. Pues
un andlisis es como una abstraccién simultineamente m al sbstraer
se toma de una cosa un aspectoc o un componente; al , se aspira
a tomar por separado (o sea, abstractamente) todos los o 3 o todos
los componentes de la cosa analizada. En el caso del &
lenguaje, la abstraccidn orientadora es la idea de forma !
andlisis Idgico busca son log elementos constitutives de la forma, los DHHtGS
o nudos con que se sostiene, por asi decirlo, Ia red o estructura que es la
forma légica.

A las clases de esos clementos se llama ‘ea egazi&s’, Ca
ses de términos o, en generai de stmbolos. 8, por efen
analizar ] lenguaje desde el punto de vista de las cosas significadas pcg sus
términos, podriamos obtener una tabla de ea*egam&s‘, vna clasificacién de
significatividades, como la de Aristétsles. Es ésta una tabla de diez catego-
rias — sustancis, caaiiﬁaé, cantidad, relacidn, accidn, recs; de accidn,
Iugar, tiempo, posicién y hibits — las cuales clasifionn a los términos por
la clase de entidad que signiﬁcan Términos como ‘mess’, “drbol, TJuan,
que significan entidades en s pevteﬂeccn a la cat de sustancia;
términos como ‘blanco’, ‘buenc’. a la categorfa de o

Es clare que desde el punto de vista de ia logica formol esa tabla de
categorfas no interesa Puma“amen%e a la construccidn de los caleulos

i .fg\ o
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Idgicos, a la sintaxis, sino, si acaso, a su interpretacién, a su semantica.

El cuadro de categorias que la légica necesita primariamente no se basa
en la idea de significacién, sino en la del papel gramatical (sintdctico) de
los simbolos y las formaciones apofanticas del lenguaje. Las categorias
légicas son las clases de elementos que son necesarios para que exista un
lenguaje apoféntico; por ejemplo: las categorfas ‘nombre’, ‘enunciade’ ‘con-
juncibn’, ete.

Se trata de categorias gramaticales. ¥ efectivamente es la sintaxis 16gica
una especie de gramdtica. Su diferencia respecto de lo que corrientemente
entendemos por ‘gramatica’ consiste en que la sintaxis Iégica no es Ia gra-
matica de ningfin lenguaje histérico, sino de unos lenguajes artificiales y
construidos a propdsito para cada caso, los cuales son puramente apofanticos,
estén considerablemente empobrecidos respecto de los lenguajes éinicos,
pero realizan con claridad lo que hemos lamado “discursividad’.

El carécter artificialmente reducido de este tipo de lenguaje suele mani-
festarse en la practica ya por el hecho de que sus simbolos ne son de uso
corriente en los lenguajes étnicos.

23. Las categorias Expresién, Férmula, Enunciade. — Lo primero que
puede hacerse con los simbolos primitivos de un caleulo es combinarlos.
La combinacién o compesicion de simbolos, gue sintécticamente puede
entenderse como Ia operacidn de ponerlos unos tras ofros {concatenacion),
esth regida en un célculo o en un lenguaje formalizado por precisas reglas
de formacién.

Cualquier combinacién de simbolos de un céleulo (incluso un stmbole
sélo) se llama una ‘expresion’ (‘Ausdruck’ en la literatura alemana). Si la
expresidn ha sido correctamente construitda segln las reglas de formacidn,
se dice gue es una férmula {Formel o ‘zulissige Formel en Ia literatura
alemana, “well-formed formula’ en la terminclogia anglosajona [A. Church]).

Ante una expresién cualquiera de un céleulo, la Unica manera de decidiz
si es {0 no) una formula, consiste en mostrar que estd (0 no estd) construida
segn las reglas de formacion de dicho calculo.

Por ejemplo: con los simbolos corrientes que antes hiemos visto a titulo
de ilustracién, los céleulos 16gicos Loy utilizados suslen tener reglas de for-
macién por las cuales una expresién como

®YZ
(tres simbolos de individuo solos consecutivos) no es una férmula, micntras
que una expresidn como

Px
0 como

Pryz,
‘Px" es la forma més corriente de simbolizar el sencillo tipo de enunciade
{un simbolo predicativo seguido de otro u otros individuales) si lo es.
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que consta de un sujeto, &', y un predicado, P, que se len
en que aparecen en esa férmula el predicado y el individ
mismo que se encuentra en el texlo griego de Arvistiinle
como “Storates es mortal se encuentra escritc en el texto de Aristdteles
en la forma: ‘lo mortal se da en Séerates’; en esquema: “A se da en 5

‘A brapye g B . 1
Cuando una férmula es tal que tHene sentido decir de elia que es ver-
. 5 : . ENA PN
dadera, o que es falsa, se Hama "¢ aristotéli

jzdd’. Esta es la nocitn

. - r . ) :1 o vir T Tiherden
de enunciade {(apoféntico), que se ha mantenide siempre en ogica desde
enionces.,

5. sino sblo

En el Organon arisiotélico se Ize: “no tode enunclado es
aquellos en los que se de el ser verdaderos o falsos”,

.1 = 1. -
Una férmula pusde ser un enunciade de dos maneras: o bien porque
: Lo  elenifencione
sus lugares de contenido sean ocupadps por simbolos con significaciones
j fam oF e fhvruln 5

determinadas (categoremas); o bien porque, aun siendo una formula sin
interpretar, resulte ser verdadera para cuslquier interpreteciin posible

: o § vara tnda i
(en cuyo caso es una verdad formal, o tautologia), o {alsa para toda inter-

. : R A e =,

pretacién posible (en cuyo caso es una falsedad formel). El sepaoma 11 del
capitulo T fue por esta razén Hamado ‘emunciade’ (esqnemitico o formal),
y no stlo ‘esquema’.

1

Lo que en el capitulo T llamamos ‘asquems’ puede | en Ia prie-
tica con 1o que aqui llamamos “férmula’. La diferencia entre
tal como agui lag usamos, es de intencién: esquema es el 1e?
contenido significativo (eliminando sus categoremas) a un.
vivo; férmula es el resultado de componer, seglin reglas <

drspojar de
del lenguaje

fm b A Bl o
SInTAcIicas

£

[

1

5 s fam
Ios simbolos de un cdleulo. Usamos ‘esquema’ en un contexto d i Ibgice f:}:el
lenguaje vivo, y férmula” en uo contexto de construccién o sintesis de lenguajes

artificiales o cdleulos.

24, El nombre: In catogoriz Constantes. Cemnsinnd
tarea basica de la parte apofintica de todo lenguaje es
La gramdtica de los lenguajes étmicos llama ‘nombre sustor :
palabras que cumplen ese oficio. Aqui diremos simplemente nombres .

La distincién gramatical entre nombres propios y nombres comunes tiene
importancia semantica porgue lo denotable por unos y por ofvos Se en-
cuentra a distintos niveles: el nombre propio denota individuos, entidades
concretas, mientras que e} nombre comim se pressnta como significative
de propiedades de objetos coneretos, por ejemple, la prop pr-UNA-MEsR,

Ser-un-drbol. Un nombre comdn significa segim esto una clase de indivi-
duos, por ejemplo, la clase de los individuos que son mesas, o la clase de iqs
individuos que son &rbeles, Pero una propiedad, o una clase, 00 fon enti
dades concretas: la propiedad Ser-una-mesa no existe com individun; tam-
poco la clase Mesa, que es una entidad abstracta conshrnida mentzlmente,

A
J

-
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Por tanto, si se admite que también los nombres comunes son verdaderos
nombres, se estd admitiendo al mismo tiempo que los abstractos pueden ser
denotados igual que los individuos concretos.

Scbre este punto ha habido en la historia de la flosoffa diversas opiniones.
En In Edad Media esas discrepancias cristalizaron en fres modos de concebir
la cuestidn, Jos cuales siguen siendo Jos bdsicos hasta hoy, Para el realismo, los
abstractos (‘universales’, en la terminologia medieval} denotan entidades existentes:
la propiedad Ser-mesa tiene tanta realidad como los individuos a los que llama-
mos ‘mesas’ {0 mds que ellos). Esta tradicién filoséfica se remonta 2 Platén
(427-347 a. n. e.). El conceptuclismo estima que el abstracto tiene una existencia
intelectnal, ideal: el abstracto no denota vma realidad material, peve lo denotado
por €l tiene una consistencia o necesidad interior. El hembre no puede decidir
a su voluntad sobre los abstractos: no les inventa, los descubre, B filésofo més re-
presentativo de esta tendencia fue en la Edad Media Pedre Abelardo (1079-1142),
El nominalismo sostiene que los abstractos son meras palabras que no denotan
nada, invenciones, etiqquetas tiles para manejar la realidad. El principal pensador
de esta escuela fue en la Edad Media Guillermo de Ockham (hacla 1300-1350),
tal vez el mds grande logico entre Aristdteles v Leibniz. Diversas versiones de
esas doctrinas son hoy dia profesadas por importantes antores. Puede decirse
que B, Bussell ha tendido al realismo, A. Church al conceptuslismo, v que
W. V. O. Quine es nominalista.

Desde el punto de vista lgico, lo que interesa es mantenerse todo lo
posible en un terreno formal, sin afirmaciones floséficas sobre la realidad
de fas nociones, Por eso es conveniente retrasar todo lo posible la afirmacion
de que los nombres de clases y los abstractos en general denoten como Jog
nombres propios. Tiste podria entenderse, en efecto, come una afirmacidn
filoséfica muy discutible. En cambio, la semdntica 16gica puede admitir, sin
suscitar gran discusin flosélica, que lo primariamente denctable es el
individue conereto, Salve en lus excepcionales casos de fldsofos radical-
mente escépticos, las diversas tradiciones filosdficas coinciden en admitir
gue Ja realidad concreta individual es la realidad en sentido propio.

Esto, sin embargo, no debe hacer creer que el concepto de individuo sea
absolute v carezea de problemas. En el uso cientifico, Sndividuc’ también es una
abstraccidn, una construccién artificial, como indica, por ejemplo, el hecho de
que un 4rbol, que para el botinico es un individuo, es para el fisico un agregado
de individuos — moléculas, dtomos, particulas infraatdmicas.

Las anteriores reflexiones sugieren que, aun admitiendo que sean nombres
tanto los comunes cuanto los propios, es conveniente introducir en sintaxis
dos clases de simbolos, unos para nombres propios, otros para nombres
comunes. La diferencia semdntica entre nombres propics y nombres co-
munes importa a la sintaxis porque va acompafiada de una diferencia
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unos ¥y

en: la funcidn gramatical de unos v otros. Ferc si son 1o :
03 serdn

otros denotarén algo determinado, fijo; por tanto, los simbolos o
constanies del lenguaje.

Tas constantes que son nombres propios denotazan indivi
se las Nama ‘constantes individusles’ Cumplen en formulas y on
el oficio de sujeto. Las que son nombres cornunes denotarén - s} denotan —
clases o propicdades. En un gnunciado del tipo mas sencille, ol nombre de
una clase o propiedad hace oficic de predicado. For eso las comstontes que
son nombres comunes se Haman ‘constantes predicativas’

Por ejemplo, en el enunciado

03, DOT eso
neiados

Cervantes era poeta,
B 3 e suisto
‘Cervantes” es una constante individual, y su papel ?Hmbchm es el de sujeto
‘Poeta’ es of nombre — comin— de la clase de los postas: es una cons-
tante predicativa. ) il
T.os simbolos més corrientemente utilizados para constanies IAviGUales
y predicativas son:
L1 s < . Iy e oI A
para constantes individuales, las primeras mindsculas del abece
" - + e 7 BEP € T N
daric lating, come ‘&, B, ¢ ..
4o v : . o - £ Fal I ~ L
para las constantes predicativas, las primeras mayisculas del abe
. . T s ogs sppy s
cedario lating, come “4A, ‘B, T ...
Entre los elementos constantes del lenguaje tienen
que nombran relaciones 16gicas, como, por ejernplo, Ia neg
£ \ 1T ka1
juncion. Los simbolos que denctan esas reiaciones, u f
pondientes, se laman “constantes Idgicas’,

25, La categoria Variables, — Cuande en una Edrmula m %gfz se
encuentra lo que lHamamos ‘una variable), entendemos gue en aquel lugar
de la férmula pueden insertarse diversos valores numéricos de una deter-
minada clase. Por ejemplo, si se trata de una férmula gue da la ve‘hciﬁad de
un cuerpo en movimiento como funcién del Hempo, ?Gﬁf‘b’ tar en
el lugar de las variables valores numéricos de tiempos, 4
momento para el cual nos interese saber la velocidad; p
numéricos de tiempo, propiamente nombres (cifras) de inst

La mecénica, matematizada desde comienzos de la euitnrn }Er;ec?ema
y convertida en ciencia sjemplar hasta fnales det siglo xxx, es procisamente
la disciplina que més ha influido en el concepto de variaweo con el cual
se opera en la prdctica. Es el concepte de magnitud va .
cuentra en toda investigacién matemdtica aplicada. Perc este concepto no
es suficientemente claro para su uso en Igica. Cuando se dicn, por ejemplo,
que la temperatura de una masa dada de gas es una wazrinh seiss‘sé, usando
una expresién Gtil, pero poco exacta: la temperatura es wn DUTCIG, ¥ 10
puede variar, en el sentido de que no puede ser otra cosa nueva y seguir

¥

!
I
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siendo &l mismo, como, por ejemplo, varia en ese seatido propio una perso-
na. Afirmar que también el nimero puede variar asi es profesar una dialéctica
grosera que renuncia a aclarar los conceptos. En nuestro ejemple, lo que
varia no es la cifra gue da en una escala termométrica la temperatura del
gas en un momenlo dado: esa cifra se queda siempre tranquilamente en
su sitio; la cifra no puede variar sin dejar de ser ella; lo que varfa sin dejar
de ser ¢l mismo es el cuerpo material a cuyos estados se atribuyen csos
valores numéricos, es decir, la masa de gas considerada.

Desde el punte de vista del andlisis légico del lenguaje, los simbolos
llamados ‘variables’ no denotan o significan cosas que varfan, Las variables
no denotan, no son nombres. Una variable puede ser sustituida por el nombre
de un objeto cualquiera de un determinado campo — asf, en nuestyo ejem-
plo de la velocidad, por el nombre de cualquier instante {ese nombre serd
una cifra), y en el ejemplo del gas por el nombre de cualquier temperatura
{que serd también una cifra). La variable reserva en un esquema un lugar
para cualquiera de diversos nombres pertenecientes a un campo determinado
v fijado por el tema del esquema, por su universo del discurso. Las variables
son esquematizaciones de elementos del lenguaje, generalmente de nombres.

En cuante se depura de este modo el concepto de vasiable como simbolo
se aprecia su utilidad para lIa logica. La ¥gica no se interesa por el conte-
nido empirico del lenguaje, sino por su forma. Abora bien: el contenido
empirico del lenguaje estd principalmente representado por los nombres.
La sustitucion de los nombres por variables es pues un mode patwral de
explicitar la forma 16gica de los enunciados.

Los que antes describimos como simbolos para individuos y propiedades
cualesquicra son wvericbles individuales (v, v, ‘w’, % y, 7

, , , %, z, ete) y
variables predicativas (P, *Q7, ‘R, °S, etc.) respectivamente,

La simbolizacién de las variables predicativas fue ya practicada por Aris-
tételes.

Otros simbolos variables frecuentes son las varigbles de enunciado: ,

6.3 ¢

‘g, r, 'S, Y, ..., que reservan en una férmula lugares para enunciados ¢
Formaulas.

Un pardmetro es un simbolo que tiene oficie de constante para cada sub-
clase de fa clase de objetos a los que es aplicable, pero es variable en el sentido
de que no tiene un sustituyente Umico para todas las subclases de dicha clase,
Por ejemplo, en la férmula que da el alargamiento de una varilla metdkica do
longitud 1, a 0° al calentarla hasta 1o,

(L Alargamiento == . I, . £,
‘N representa lo que se llama el ‘coeficiente de dilatacién lineal, el cual es
distinto para cada metal. La formula {1) es aplicable 2 la clase de todas las vari-
llas de metal. ‘A’ es una constante para cada subclase de esa clase (la subclase
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de las varillas de hierre, la subclase de las varillas de plomo, ete}, pero es una
. " Y OE
variable para la clase de todas las varillas de metal. ‘% es un p oivo.

El papel sintéctico o gramatical de la variable en los cileulos y ienguajes
formalizados es parecido al del pronombre indefinide (y demosivativo y
relative) en los lenguajes étnicos. Asi par ejemplo, la formula

Px,
que suele leerse "x es I, o, siplemente, Px° {pe equis), pueds lserse,
puesto que ¥ no significa nada concreto:

cualquiera [cosal es P

La concepein pronominal de la variable se debe a W. V. O. Quine. Tiens .dos
ventajas: subraya el hecho de que la variable no es un nombre y o te precisar
cuéles son las cosas que un céleulo admite como denctables. Este segundo motive
es el que més importa s Quine,

26. Los cuantificedores, — By poco frecuente gue on uns teorfs sean
interesantes férrulas como la que bemos utilizado en 25 para flustrar el
papel pronominal de la variable. Una teoria cientifica 2 a2 g emumclar
leyes, teoremas con una validez més o mencs universal ¥, en todo caso,
bien precisada. Le interesa poder afirmar que todes los indh 5] %e o
cierte campo son P, ¢ que algunos lo son, o que ninguno o es. ? sea: afirmar
que el enunciado o esquema ‘P’ vale para todo x, o para algha 4, o para
ningln x. Los enunciados tedricos son comfinmente de las signicntes formas
esquematicas (aunque con mayor complicacién):

e

para todo =, Pr, o©
para aighn %, Fx, o
para ningan x, Fx.

En la tradicidn ldgica, la lectura de esos tres esquemas era, respectiva-
mente:
todo x es Py
alghn z es F;
nmingnn z es F.

Las expresiones utilizadas para cuantificar los enunciados, esquemas o
formulas se laman “cunntificadores’, vy desde Aristételes suclonm utilizarse
dos: une para “todos o “tode’, v olro para ‘algenos, o ‘algtn’ ‘Ningﬁn’c se
puede expresar por la negacion de “algunos’, siempre que se ontienda “al-

i . e “tados”
gunos’ precisamente en el sentido de "al menos uno’, Bl cua; tecgos’
se llamsa ‘universal; el cuantificador "al menos ung ss U fencial.

. L - MS’ .y s
Otros nombres bastante corrientes son “generalizador’ y idor,

respectivamente,
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Hay una diferencia légica importante entre los dos cuantificadores: el
primerc po hace ninguna referencia a la existencia de individuos que puedan
nombrarse en el lugar de la variable cuantificada. Asi, por ejemplo, aunque
no existen habitantes de la Insula Barataria, el enunciade siguiente es
verdaderc:

todos los habitantes de la Insula Barataria son sibditos de Sancho
Panza.

Ese enunciado, mas detalladamente analizado segin métodos que ya
conocemos, puede sustituirse con ventaja por el siguiente:

1 tedo lo que es habitante de la Insula Barataria es stbdito de
Sancho Panza,

En cambio, el segundo cuantificador se usa de un modo que conlieva una
afirmacién de la existencia de al menos uno de tales individuos, Asi el enun-
ciado

algdn habitante de la Insula Barataria es sabdito de Sancho Panza,

precisade como el anterior, toma la forma

(2) hay al menos un habitante de Ia Insula Barataria, y ese habitante
es sbdito de Sancho Panza,

enunciado que es falso, pues no existe nada que sea habitante de la Insula
Barataria,

Ese diverso alcance de los cuantificadores, sélo el segundo de los cuales
tiene lo que suele llamarse “alcance existencial', se desprende de un and-
lisis algo mas detallado que el que practicamos en el capitulo 1 y hemos
utilizado ahora. Cuando se dice que todos los habitantes de la Insula Bara-
taria son sibditos de Sancho Panza, se estd enunciando una “ley” sin ex-
cepeiones. El hecho de no tener ninguna excepcién puede interpretarse
diciendo que el primer esquema — ‘% es habitante de la Insula Barataria’ —
acarrea, como condicidn, el segundo — “x es sibdito de Sancho Panza’ —.
Con este andlisis podemos, poner, en lugar del enunciado (1), el enunciado

{17 Para todo =, si x es habitante de la Insula Barataria, entonces «
es sibdito de Sancho Panza.

Ahi no hay ninguna afirmacién de existencia, sino sélo la afirmacién de una
relacién condicional, Y ésta es verdadera o falsa independientemente de la
existencia de habitantes de la Insula Barataria.

Ln cambio, cuando se dice que al menos un habitante de la Insula Ba-
rataria es stbdito de Sancho Panza, no se estd enunciande una “ley”, una
regularidad universal (pues entonces se habria hecho la afirmacién respecto
de todos los habitantes de la Insula Barataria). Se estd afirmande sdlo un
hecho empirico: el hecho casual o accidental de la coincidencia, al menos

r
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z levado

en un individuo, de las propiedades de ambos esquemas o =
Ildevando el enunciado (2) al mismo nivel de amnélisis al que he
el enunciado (1), tendremos:

al menos un x es habiiante de la Insula Barataria v es subdito de
Sancho Panza,

existencia, que puede formularse ain més explicitamente asi:

5
-

27 hoy al menos un %, tal que & es habilante de la Insula Barataria

¥ % es stbdito de Sancho Panza.

Precisamente por esa afirmacidn de existencia gue contlene se lama
“existencial’ a este cuantificador.

Otro mode de ilusirar la diferencia de alcance entve los dos cunntificadores
consiste en considerar el diferente efecto que tendria para uno y otio, en el
caso del ejemplo, la inexistoncia de habitantes de la Insala Par 2. Para
refntar el esquema ‘si x es habitante de Iz Insuls Barataria, ent s 1 es stbdito
de Sancho Panze', hace falta probar que hay un habitante de la 1 1 Barataria
que no es stibdito de Sancho Penza. Por tanto, el hecho de que no 'l
de la Insula Barataria tiene come conzsceuencia la fmvefuisbil de
universal. ¥n cambio, ese becho basta pera refutar que algin b
Insula Barataria es stibdite de Sancho Panza.

La simbolizacién mas frecuente del cuantificador undverss
lizador, consiste en unos paréntesis dentro de los cuales se eserd
riable generalizada. Asi, por ejemple, =l esquema

G genera-
> Ia vae

todo x es F
se simboliza
{x3Px,
que es costumbre leer; “para todo , Fx.

El cuantificador existencial, o particularizador, suele simbs
poniende a la variable cuantificada el simbolo "2’ una " i
.7 P ST TE ‘ : T 5 oy
sién al latin “existit’). Asi, por ejemplo, el esquema “algin x es ¥, o, mias

propiamente,

hay al menos un x que & P,
se simboliza
HxPx,
que es corriente leer: ‘hay [al menos] un x [tal quel P

5, m— INTERDTCETAN A LA LOGICA
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El oficio sintdctico de los cuantificadores es como el de adjetivos (como
“todos’, ‘algunos’, o expresiones adjetivas compuestas con ellos) que deter-
minan pronombres (es decir, variables). Asf, segtn la parafrasis que antes
usibamos para ilustrar el oficio pronominal de la variable, la férmula

(x)Px

puede leerse: “todo algo es P, en donde el adjetive "todo’ cumple el oficio
del cuantificador *( ), determinando el pronombre "algo’, el cual cumple el
papel de la variable &,

El articulo es una especializacion del adjetive determinativo, come su-
giere, por ejemplo, el hecho de que el articulo determinado castellano, ‘el
12", “1o’, proceda del uso adjetive del demostrativo lating “ille’, “illa’, “iliud’.
Hay un tercer cuantificador interesante que puede concebirse, desde el
punto de vista gramatical que hemos adoptado, como articulo determinado.
Es el descriptor, que sirve para componer, partiendo de esquemas, una
especie de nombres propios compuestos (descripciones). Por ejemplo: ‘el

autor del Quijote’ es una descripcién de Cervantes. El esquema corres-
pondiente es

x es autor del Quijote;

y la descripeibn que lo convierte en una especie de nombre se simboliza por:
(1x)(x es autor del Quijote},

o, en general,
(1x){Px},

que se lee: ‘el x tal que Px’, o “el x que es P'. (51 ‘P’ es “ser autor del Qui-
jotd, esa descripeibn se leerd: “el x tal que x es autor del Quijote’, o ‘el &
que es autor del Quijote, o, simplemente, ‘el autor del Quijote’)

Todos los cuantificadores pueden entenderse come pertenecientes a la catego-
ria de los operadores, que se estudiardn a continuacidn; pues todos ellos indican
una operacién practicada sobre la variable afectada: el cuantificador universal,
una generalizacion; el existencial, una particulavizacion; el descriptor, una sin-
gularizacidn.

27. Categorias compositivas o conjuntivas, — Diversas “paites de la
oracién” desempefian en el lenguaje comin oficic de composicion, sefiala-
damente de enlace o conjuncidn. Las conjunciones llevan este nombre por
antonomasia, pero también hay, por efemplo, adverbios (como “m4s, “me-
nos’) que desempefian papeles compositivos, Por ejemplo, en ‘dos més
cuatro’, ‘més’ compone ‘dos’ con ‘cuatre’. El adverbio me’, aplicado a un

R R T e T
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enunciado, ‘P, compone un nueve enunciado, no-p’. Kie Cralgunicia gue
sea su clasificacién en la gramatica del lenguaje vive, en Efi stotaxis de %es
lenguajes formalizados consideraremos conjunciones a t0Gos 10s simbolos
que desempeilen oficio de enlace, o, en gener;ﬁ, d}e compesicitn,
Distinguiremos dos grandes grupos de conjunciones i este sentido: los
operadores y las conectivas. . i
Operadores son conjunciones gue se api-m’aﬁ a constanfes o uvaz;&b es
individuales. Un operador es, por ejemplo, "+ en s férmula siguiente:
D
Los operadores tienen ese nombre porque represenian uma i}pez:aci;{n},
Se trata de una operacién sobre shmbolos tomados como 5"‘*"”‘“*"3:@5‘11"15‘;1%’3"
duales, y su resultado se expresa frecuentemente por un Sim lo individual.
Por ejemplo:

%y = A

Una operacién puede también concebirse como una funcion. A?, pzira.
atenernos al mismo ejemplo, la anterior férmula, entendida funcionalmente,
puede escribirse: :

- {xs f’?f}'? ==,

ocupando -+ el lugar en el que corrientemente 5¢ pone uaa f, 0, a veces,
simbolos més alusivos, como ‘¢ (funcién sumaj en el caso del e;emg'}}e.
Fn realidad también una funcién puede concebirse como una operacion.
Perc por la especial importancia del concepto df.ﬁ EL i, lo ?szfsfierare-*
mos aparte mas adelante. Por el momento oS Admt remo: a 3;5}&{@&%:'{;;;.1@
Jos operadores que representan funciones so Haman “functores {la expre-
sibn ‘caracteristioa Funcional, usada por los matemaficos, no suele em-
plearse en ldgica). L N

Las conectivgs son conjunciones gue 56 aplican 4 ennnados o férmulas.
Segtin nuestro uso de la palabra ‘con;'unci;én’, Jas particuias que fzxpresan,
por ejemplo, un enlace condicional entre dos ezilugczadas ot 5}&?&5.((:03%0
el par “si..., entonces’) son conjunciones, euasqx:uerai que sea la cah?gon.a
a que pertenezean en los lenguaies étnicos. El Sz“f}‘:ﬂ(}me ique wsa § para
expresar el enlace condicional (la conectiva condicional} es " Que p es
condicién de ¢ se simboliza

pr g,
que suele leerse: 'si p, entomees §. y _—
Un ejemplo de conectiva muy coincidents con la nacion .d;e C?X}}L;nfn 0
del Ienguaje comin es la que sirve para componer 1a afirmacidn ismiz.t%nfg
i ’ i iz “coniuncidn’, simboli-
de enunciados. La llamaremos pox antonomasia conjunt b v ab ;{ﬂ 91
zavernos por ‘4. Asi la afirmacidn simultinea de p y ¢ se sunbohzara:

pag.
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Tanto a propésito de conectivas cuanto de operadores y de cuantificadores
— los cuales, como todos los adjetivos determinativos, también pueden conside-
rarse aperadores — se habla de operandos en el mismo sentido que en aritmética.
En el caso de cuantificadores sucle distinguirse entre operande y vaviable de
operador, Asi por ejemplo, en la Frmuls

{x} Px

el operando es ‘Pa’ y la variable de operader es ‘%

P

28. Funciones logicas. Ahsiraceién funcional. — La nocidn de funcién
estd muy relacionada con la de variable, y ha nacido también en fa meca-
nica fisica. La manera corriente de hablar de funciones tiene que corre-
girse algo para que el concepto sea claro y Gtil en ldgica. Asi, el decir,
como lectura de la expresion f (a) = ', que b es la funcién f de a, vesulta
incorrecto desde el punto de vista 16gico. En realidad, ‘B es el nombre del
valor de la funcion f (v no la funcién § misma)} para el argumentc cuye
nombre es '@. La funcién, nombrada por el functor °f, es una operacién
que consiste en correlacionar dos campos de valores, llamados respectiva-
meate de los argumentos y de los “valores”, de tal modo que a cada indi-
viduo del primer campo corresponda por la funcién un individuo, y sélo
uno {correspondencia univoca) del segundo. (Fn cambio, a cada individuo
del segundo pueden corresponder por la funcidén uno o més del primero,
como ocurre, por ejemplo, con la funcidn trigonométrica seno; la corres-
pondencia no tiene necesariamente que ser biunivoca.)

Hste concepto de funcidn se debe al matemdtico Lejeune Dirichlet (1805-1859),
el cual no lo formula tanto en términos de operacién cuanto de la correlacion
misma. La operacién de corzelatar puede entenderse ya, en efecto, como el
cdleuls heche en cada casc. La funcién es més bien el esquema de Ia operacion,

De esa nocién de funcién se desprende que su uso no tiene por qué ser
exclusivo del analisis matemdtico. La definicién, en efecto, no dice que los
campos de argumentos y “valores” deban ser de determinada naturaleza.
Pueden serlo de cualquier clase de valores, con tal de que se pueda esta-
blecer entre ellos aquella correlacidn univoca,

Asf precisada la idea de funcién, su introduccién en ldgica es de mucha
atitidad. En la parte apofintica del lenguaje hay, en clecto, formaciones
que se parecen a las funciones de las matematicas: su valor depende de
un términe que, al levar la expresién a esquema, resulta ser una variable.
El resto de la expresion resulta indicar la operacién o correlacién que hay
que practicar con la variable para obtener el valor de toda la expresion.

He aqgui un ejemplo: la expresién

el autor del Quijote
puede dar el esquema

gl autor de x;
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%" es una variable cuyo campo podemos definir como la
literarias. Segin el titulo de obra (con fecha de apar

ze de las obras

T } que se ponga
en el lugar de "2, el valor de la expresion serd un doterminads escritor,
Ademads: a un determinade escritor pueden corresponder varios titulos {a un
“valor” varios argumentos), cosa permitida por la iritn de funcidn;
pero numca corresponderdn o un mismo ttulo vad >3 {a& un argu-
mento varios “valores”), ¢ se admite como regla . w gue las obras
escritas en colaboracion son obvas de un aulor compuosto, por ast decirlo,
o sea, de un equipo. La expresidn “el autor de resalta ser nombre de una
funcidn, pues cumple todos los reguisitos de nuestva definicidn del concepto,
Pero es una funcion cuyoes argumentos vy “valores” no son numérices,

Con ayuda de las funcicnes podemos desentendernos del sentido de las
formaciones del lenguaje, para alenernos a la considerncidn puramente ex-
tensional de sus valores, o denotaciones. Kste paso se Hama ‘gbstraccidn
funcional, Mediante ella se pueden asociar funcionos & formaciones lin-
glisticas, v hablar de valores en vez de hablar de sentidos. Asi, por ejem-
plo, las des expresiones

% e B B
AT e b

[N

que tienen distintos sentidos o intenciones, pues son dos modos de denotar
%+ 3, poseen la misme funcidn asociada, a saber:

Hx) = x -+ 3.

Una importante aplicacién de esto es la asociacion de funciones a las
conectivas.

Funcidn asociade a una cenectiva. — LDtesde Aris s hasta la ldgica
moderna —y en ésta, sobre tode, por obra de Frege — el enunciado (apo-
fanticn) se define comp la formacin lingiisties gue tens uno de dos va-
lores: la verdad (V) o la falsedad (F). Esta atribucitn de ralores verffativos
a los enunciados facilita Iz asociacién de funciones a las conectivas.

Una conectiva indica, en efecto, una composicidn de enunciados, y como
los enunciados pueden reducirse a uno de los dos valores V o F, es posible
considerar una conexidn de enunciados como una funcidn asociada con la
conectiva de tal modo que cuando la conexidn es verd 2, Ia aplicacidn
de Ja funcidn a sus argumentos, en el mismo orden en qus la conectiva ep-
laza los enunciados, dé el valor V, y ¥ en otre caso, Los campos de argu-
mentos y “valores” de las funciones asociadas a conectivas stdn pues cons-
tituidos exclusivamente por los dos valores veritativos.

Sea la conectiva ‘4" {conjuncién), que va conocomoes, Es una conectiva
que enlaza enunciados, esquemas o formulas, por ¢

£l

BAg.
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Dada esa conexion, podemos abstraer una funcién #{p, g), tal que cuando
la formula “pa g sea verdadera, f{p, g) =V, y cuando ‘pag sea falsa,
7{p, g} = F. De este modo podemos prescindir del sentido de A" (que es
el de Y en el lenguaje comitn) y operer con unas tablas de valores.
Puesto que p, ¢, no pueden asurnir mas que un valor cada uno en cada
combinacidn; y puesto que todo el campo de valores que pueden asumir se
limita a la clase {V, I'}, tendremos los siguientes cuatro pares de valores
ordenados como argumentos de f {es decir, como interpretaciones de "{(p, gy

P gq
10, v v
20 . v F
30, F v
40 . F F

Admitiendo, de acuerdo con el uso de 'y en el lenguaje cotidiano, que
‘pAaq sdlo es verdadero en el caso de que ambos, P’ v “q, lo sean, pode-
mos convenir en la signiente definicidn de nuestra funcién:

fiV, V=V,
£V, F)=F,
f(F, V) =F,
f(F, F)=F,

Con esto hemos pasado de la consideracién intensional del sentide de
la conectiva ‘A’ (*y’) a la consideracién extensional de wna funcidn verita-
tiva, f, definida convencionalmente por una tabla de valores para (pares de)
argumentos,

La apelacién a las nociones de verdad y falsedad no es imprescindible para
Ia definicidén de funciones asociadas a conectivas, Aqui se hace por el punte
de vista seméntico adoptado.

ArfnpicE aL Capitono IV
A, Texto citado. — Avistdteles, De Int., 111, 17a 2-3.

B, Observacidn. —a 28: la abstraccién funcional se justifica més explicita y
formalmente en el capitulo XV.
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LA COMPOSICION DE ENUNCIADOS.
LGGICA DE ENUNCIADOS

25. Concepte de la logica de enunciades. — En el caniiulo 1 observa-
mos que a una formacion dada del lenguaje comin pueden atribuirse varias
formas o esquemas (cfr. 5-6), segin el detalle del andlisis que se practique
con ella. Asi, los ejemplos Ig v Z2 de aquel capitulo ge veprosentaron pri-
metro. por el Esquema I, v luego por el Ksquema 11, Diel Fse a 1 dijimos
entonces gue erz frutc de un andlisis rudimentario. Tse andlisis se Hmi-
taba, en efecto, o descubrir categoremas gue enlazan enunciados atémicos,
pero sin entrar en el apilisis de éstos. Por eso Io dnico gue este andlisis
puede descubrir es la forma de los enunciados melsenlares, o, mis precisa-
mente, lo molecular de esa forma. Eo el Esquems I del o o 1 los enun-
ciados atémicos estin indicados como categoremas, hugares de contenido
{alli representados por trazos).

Pues bien: éste es el género de andlisis en gue se basa la ldgica de
ennciados. La Iogica de enunciados estudia Iz commpos por medio
de conectivas (cfr. 27), de enunciados moleculares & partir de enunciados
atdmices que no se analizan,

30, Simbaolos clomentales o primitives de la Bglea de enunciados, —
La primera fase de la construccidn de un cdlenlo, o de un lenguzic forma-
lizado, es el establecimiento de sus simbolos elementalss o primitivos.
Los de la logica de enunciados son los siguientes, que roflcian el géners
de andlisis en que se basard la construccidn (sintesis) del of

Variables de enunciado. — Los lugares de contenido de expresiones de
la logica de enunciados estén reservados para enunciadse Se usan para
geupar escs fugarss las variables de enunciade gue va conosomes (zf, 25):

o, G, 8,
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Los demas simbolos del lenguaje son constantes légicas.

Functores veritativos. — La composicién de enunciados moleculares a
partir de enunciados se realiza en el lenguaje cormtin mediante las particulas
de composicidn, o conectivas. Como v4 se vio {cfr. 28), para la construccion
de un cilenlo esas conectivas pueden sustituirse con ventaja por funciones
asociadas, o funciones veritativas, que permiten un tratamiento de las
conexiones como meras correlaciones de valores. Los functores veritativos
son los simbolos de esas funciones.

Functores veritativos monddicos. — Dado un solo enunciado cualguiera,
el cual no puede temar més que uno de los dos valores V vy F (sucesiva-
mente), es posible construir las signientes correlaciones de valores para la
aplicacién de una funcidn veritativa de un solo argumento (funcién verita-
tiva mondadica), g,, al mismo:

Vali}rldel EHUE yratores del enunciado molecular compuesto por Iz aplicacidn
clado (argu- de Ia funcién veritativa monddica g, a P’
mento)
p £1(p) g:p) 2P} , g4p)
Vv \4 F v F #
E
F \4 F F ! \4

Esa tabla de correlaciones define cuatro funciones veritativas monddicas.
£: ¥ & son funciones constantes: su valor es el mismo para cualguier valor
del argumento. gs es una funcién que correlaciona el argumento consigo
mismo. g¢ da en cambio como valor el contravalor del argumento.

S6lo la funcidn g4 es de uso corriente en gica; se utiliza come funcién
veritativa asociada a la conectiva "no’. Se simboliza por "~ antepuesto al
argumento, y se lee 'ne’. Asi la expresién

~ P

se lee ‘mo-p. Su corriente representacién por la siguiente tabla coineide
bien con el uso de la conectiva 'no’ en el lenguaje comin

D 1 ~ (Lectira: ‘~V=F y ~F=V)
V| F
F| V

2
H
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La tabla puede parafrasearse del modo siguiente (en términos de conec-
tiva, mds que de funcién): “cuando un enunciado es verdadero, su negacién
es falsa, v cuando es false su negacién es verdadera’.

'~ es puestro primer functor veritativo.

Iy

Functores veritativos diddicos. — Las funciones veritativas diddicas {de
dos argumentos) se usan como asociadas a conectivas diddicas. Estas son
las que enlazan dos enunciados para componer otre molectisr, Las funcie-
nes veritativas diddicas se aplican, pues, a dos valores veritatives como
argumentos, y dan como valor otro valor verjtative. Hay 16 funciones
veritativas diddicas { ;27 ; pues los dosvalores de cada arguments, al com-
binarse con los dos del otro, dan 2% composiciones; vy cada una de éstas se
compone a su vez con los dos valores posibles del “valer” de la funcidn).
Ie aqul su tabla:

1: valores de los enunciados atdmicos (argumentios).

2: valores del enunciado molecular compuesto por la aplicacién de a
funcién veritativa diddica f, a P, g" (por este orden).

H
4

. i
i
* T L T ] C T T T T
P ‘flft f2 | Fa fégg?é%?e ;{8“9 f1e fn;f-%z%fz.s%?m t15 e
s s e |t | | ——— § e [ —— R el e e A___:
ngvvvéviﬁéviff“fif VIF|V|FIFIFI|F
VIEZVIVIVIEIVIVIFIF | VIF VIF v;zsi? I
FAVIVIVIFNVIVIF|VIV|F|F |V F|F|V F |F
FI|F|VIF|VIV|V|F|V|F v,vf? FiJ‘EFIVF
i i i :

No todas esas funciones son de uso corriente en el cdleuls de enunciados,
f1 ¥ f1e, funciones constantes, no se usan précticamente nunca. Tampnco fg,
fz. fs ¥ fo se han utilizado. fz, f3, Fi1, fis, Fr4 ¥ fis 58 han uilizado v se utilizan
algunas veces. fo, f4, f10 ¥ f12 501 de use corriente como forcionos asociadas
a conectivas frecuentes en el lenguaje comtn. Nuesiro setudin se limitard
por ahora a dichas cuatro funcionss diddicas, que son las normalmente
usadas en la presentacién de la légica de enunciados. En ol capftule XII
se discutird v justificard esa limitacién.

f2 se usa como asociada a la disyuncién no excluyents, o sea, a ‘g’ {entre
enunciados) en el sentido del ‘vel’ lating. Una disyuncién no excluyente es
verdadera con sélo que Io sea wno de sus dos miembros, v tambidn cuando
los dos componentes son verdaderes. Esa es la correspondencia que presenta
la tabla de f,. Esta funcién se simboliza por ‘v’ escrito entre los dos enun-
ciados en disyuncibn, y se lee "0’ Asf la exprasién

P¥y

se lee “p o ¢ La forma corriente de dibujar su tabla es

purts
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v I v F {Lectura: VvV =V, VyF=1V,
w[ — FyV=V, FvF=F)
Vv Vv
Fi1V F

Los valores de la primera columna vertical eropezando por la izquierda
son los del primer argumento de Ja disyuncidn; los de la primera fila hori-
zontal empezando por arriba son los del segunde argumento de la disyun-
cidn. En el angulo superior izquierdo esta el functor. El valor de Ia funcién
disyuneion para dos valores se encuentra en el dngula inferior derecho, en
la interseccién de la £la del valor del primer argumento con la columna
del valor del segundo argumento.

La funcién {11, poce usada, es la asoclada a la disyuncién excluyente,
al “awt’ latin {entre enunciados). Su valor es V cuande wno de los dos
argumentos es verdadero y el otro false. Y F cuandoe ambos son verdaderos
y cuando ambos son falsos.

fs se usa como funcidn asociada a la conectiva condicional, o sea, al par
‘si..., entonces...”. Se simboliza por =7, y se lee si..., entonces...’, o, sim-
plemente, flecha. Ast la expresién

p=>q
se lee: ‘sip, entonces ¢ o “p flecha g,
La tabla de f; o su dibujo més corriente

- [ Vv F
viv o F
Flv ¥

pucde parafrascarse asi: ‘un condicional sélo es falso cuando el antecedente
es verdadero y el consecuente es falso; ex los demds casos, el condicio-
nal es verdadero’.

La funcidn — no es tan coincidente con el uso intuitivo como las fun-
ciones ~ ¢ v. La intuicién suele tropezar con el caso tercero de la tabla
de ‘=" (F =V = V), Ello se debe a lo signiente: en el lenguaje comtn puede
confundirse lo que venimos Hamando ‘condicién’ con la implicacidn, que
es la relacion logica por la cual un enunciado “contiene™ ya a otro u otzos,
come, por ejemplo, ‘@ es mayor que B contiene a “b es menor que o, Y tra-
tindose de esta relacién no estd, ciertamente, justificado decir que un
enunciado falso implica otro verdadero. Una observacién gramatical puede
ser atil para distinguir entre las nociones de condicional e implicacién.
La implicacidn es una conectiva que se escribe entre nombres de enunciados
o de conjuntos de enunciados, por ejemplo:

los axiomas de la geometria euclidea implican el teorema de Pitdgoras.
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‘El teorema de Pitdgoras’ es un nombro del enunciado: Ta svma de los

cuadrados de los catetos de un *"iépg,uia vecténgulio es igual al cuadrade
de la hipotenusa’. "Los axiomas de la geometria enclides’ 28 un nomine de
todo un conjunto de enunciados.

En cambio, el condicional " no se escribe entre nombres de enun-
ciados sine entre enunciados, los cuales son nombres de he Un condi-
cional es, por ejemplo,

si Juan viene, Luis sc va,

una deter-
do "ty el

La relacién es agui enire hechos. En general "p— ¢ sig
minada relacién entre el heche p (expresado por el enu
hecho ¢ {(expresade por "¢’

Esa diferencia gramatical se debe 2 lo sigulente: la fmplicacisn es una
relacién basads en la estructura de los enmunciades. Es la estructura del
teorema de Pitdgoras la que estd implicada, la que estd “contonida”™, en los
axiomas de la geometria euclides, o en la estructure de &stes. For eso, dados
los axiomas de la geometria eﬁemdca puede verss en ellos, sin més ayuda,
por ast decizlo, e}, teorema de Pitdgoras, al que contienen, v gue pusde
deducirse de ellos. En cambio, dado ¢l hecho de qus Juan viecne, no puede
verse sin més en &l el hecho de que Luis se va. Para s;aber gue Luls se va
hay gue conocer ademds otro hecho, a saber, que Ia vonidas de Tuan es
condicién suficiente de la ida de Luis, o sea, la relacién condic
los dos hechos. Y ésta es una relacidn empirica, factual

Una consecuencia de esto es que no serd una verds
una expresion que conste de ™’ entre dos solos enunciadas ot
tintos v usado cada uno de ellos una sola vez; por elemplo:

cacitn
a5 dis-

P g
La razén de ello es que no conocemos la estructura de 'p ni la de ¢
Pero si, ademds, contdramos con las definiciones:

Pero Troslalt el
poe A

entonces podriamos decir que "p—» ¢, ademds de un condiciona), es una
zmphcacmn pues Jresslaft =] “Lomicnp gty

La formula [r—>s]a [t —rl— sl es siempre vo
dera para cualquier interpretacion poszhie) en razin de su
Esto nos sugiere una relacidn entre el condicional v Ia "fs.
cacién es condicional siempre vilide, verdadero para
cién de las variables, Taaa implicacidn es, por tanto,
an coadicional (med;anie un condiciopal univorsa
serd lo que en el capitulo I Hlamames una “verdad fo
condicional puede expresarse como una implicacidn,

oy interprefa-~
sahlc mediante

M ?czo ne todo
sélo aguellos
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de cuyos enunciados sepamos que constituyen por su estructura condicio-
nales validos para cualquier interpretacién.

La utilidad del condicional, que compensa su relativa oscuridad intui-
tiva, es que permite construir de modo extensional, por meras correlaciones
de valores, una relacién emparentada con la implicacién, la cual es, en
cambio, intensional, depende de las significaciones de los enunciados, ma-
nifiesta en sus estructuras.

La funcién fio se usa como funcién asociada a la igualdad de valor,
0 eguivalencia, que no es lo mismoe que identidad de sentido, Se simboliza
por ‘e’ y se lee “...siy sélo si..) o, simplemente, ‘bicondicional’ © “doble
flecha’. Otra lectura corriente es “...equivale a...”. Ast la expresién

perg

se lee: “p siy solo si g, “p equivale a ¢°, “p doble flecha ¢’.
La tabla de la funcién veritativa <> suele trazarse del modo signiente,
que se compadece bien con los uses intuitivos:

|V F
Vv B
F | F v

Pero la aceptabilidad intuitiva de "« esconde la misma “paradoja”

que ‘—. En realidad, el nombre de “doble flecha’ es mis adecuads a
" que cualquier otro. Consideremos, por ejempls, ¢l enunciado

{1) Juan viene equivale a Luis se va,

y comparémosie con

{2) si Juan viene, Luis se va,

La diferencia entre (1) y (2) estd en que el condicional no excluye que Luis
se vaya por otras causas distintas de la venida de Juan, aunque éste no
venga, mientras que la doble flecha de (1) excluye esa posibilidad. Por
tanto, {1} puede escribirse del modo siguiente:

{la) Luis se va si viene Juan, y sélo si viene Juan.
0, mis brevemente:
{1k} Luis se va si ¥ sblo si viene Juan.

En esta ltima formulacién se aprecia la presencia de dos condicio-
nales: ’

aj uno es muy visible, aunque con el orden de antecedente v conse-
cuente invertido. Es el condicional: “8i viene Juan, Luis se va’.

b) Tl otro estd menos visible: puesto que Luis sélo se va en caso de que
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venga Juan, entonces si Luis ¢ va, o8 gue Tuan viene. Se trata del condicio-
nal: "Si Luis se va, Tuan vieng'

Esquematizando “Juan viene’ por g’y "Luis se va’ por "¢, el enuncia-
do (15), que es una traduceidn de la equivalencia (1), puede ssuomatizarse
del modo siguiente:

ip—>qlalg—gl

Esta conjuncién de condicionales a5 lo gue Hamameos ‘bicondicional’ y sim-
bolizamos por

La funcién fi; se usa como funcién veritativa asociada 2 la conectiva
‘i’ Se simboliza, como vimos, por &, v se lee "y Asila exp

pag

se lee ‘B vy ¢ Se le suele trazar la siguiente tabla, gue colncide con el
uso corriente de v

A |V F
14 v F
F F F

Fl uso de paréniesis. »- Ademds de lag varigbles de eny doy de las
constantes logicas (functores vexitativos), necesitamos en la prictica parén-
tesis (usaremos corchetes) para precisar la lectura de las expresisnes. Sin
ellos, la expresidn

Berg -3,

por ejemplo, es ambigua en el textc sserito, pues puede lo:

p—=lg-r],

& QoMo
[p—=q]l—-n

El uso de los paréntesis en 16gica es sustancizimente el
en matematicas, es decir, en general, el de signos de
ahorrar algunos paréntesis, se conviene corrientemente
més fuerte que ="y ‘e, v menos fuerte que "~ Asi]

~BAG T
debe leerse

[[~plagl—r
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Los paréntesis no son simbolos esenciales al céleulo, comoe lo son las
variables y las constantes ldgicas. Son un mero expediente de puntuacién
para facilitar la lectura; se puede prescindir de ellos en teoria, y se los
puede sustituir en la prictica por puntes, espacios en blanco, o por pausas
en el lenguaje hablado.

81, Férmulas deo Iz I6gica de enunciados. — El segundo paso en la cons-
truccidn de un calculo consiste en definir ¢l concepte de férmula de dicho
caleulo, lo cual se hace mediante unas(s) regla(sy de formacion,

Las férmulas de un céleulo son los elementos homélogos de las ora-
ciones del lenguaje natural. En el lenguaje natural el concepto de oracion
se define de un modo intensional y apelando a significaciones, En cambio,
en un céleulo la categorfa Férmula se define de un modo sintactico, indi-
cando simplemente, mediante la(s) regla{s) de formacita, cémo esta permi-
tido componer los simbolos (concatenarlos) para que el resultado de la
composicién sea una férmula, una expresién bien hecha.

Las reglas de formacidn tienen la forma de condicionales del meta-
lenguaje del chlcule de que se trate. Una de ellas pucde decir, por
ejemplo;

Si ‘p’y ‘g’ son férmulas, entonces el resultado de concatenarlas
con "= en el centro, ‘p — ¢, es también una férmula.

En nuestra definicién no usaremos explicitamente la nocién de concate-
nacién.

Las reglas de formacién, cuando se dan como varias, se apoyan unas
en otras: Ias que permiten comprobar férmulas més complicadas tipogra-
ficamente se apoyan en las que permiten comprobar formulas mds sencillas.
El conjunto de todas las reglas de formacion en ese sentido, que da la
nocién general de fédrmula del cdlenlo, constituye lo que suele lamarse una
“definicién recurrente o recursiva’; el nombre puede entenderse en el sen-
tido de que cada regla referente a férmulas mds complicadas, convertida
en linea de la definicién, recurre a reglas anteriores, a lineas precedentes
de la misma definicion, las cuales se refieven a fodrmulas més sencillas.

Como es natural, la definicidn recursiva de la nocidén de férmula de la
logica {y del cdleulo) de enunciados presupone una exacta indicacién de
los simbolos elementales con que se cuenta para componer las férmulas,
Recapitulemos pues, para empezar, esos simbolos,

Simbolos elementales o primitivos:

10 Letras de enunciado, P, "¢, v, %, ... {(con subindices si es
necesario: 9y, ‘g, ...), tantas cuanlas se necesiten, dentro de lo
que en mateméticas se llama el infinito numerable, es decir, dentro

del conjunto infinito de los ntmeros naturales.
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2.0 Functores veritativos: '~ ¥, &7, =3, ‘e’
3.0 Simbolos auxiliares, como ], [, que pueden ser 0tles sin ser esen-
ciales.

Hecho ese catdlogo, puede pasarse a definir por recursidn la necidn de

Fdvmudas del cdleule de envnctados:

¢

& v, %, L, el L s L, son farmulas {atdmicas).
i 5 X es une formula, ~ X también Io es.
I} 81 X e Y son férmulas, X v Y también lo es.
b7 81 X e ¥ son formulas, X aY tambidn lo es.
(V) 8i X e Y son férmulas, XY también lo es
} 81 X oY son formulas, X <Y también lo es.
} Minguna expresién es uma fdrmula del cdleulo de en

virtud de (D-(VI),

Los simbolos "X, *Y’ son variables sinticticas {(efr. 18),

:rindos sino en

na decizsidn
s © no a3
i6n. La de-

La definicién recursiva de Ia cetegoria Férmula permite u
mecénica (algoritimica} de la cuestién de si una expresiin d
una férmula, sin necesidad de apelar al sentide de dicha ex

tinicidn (entendida como ef conjunto de las anteriores Hneas (I)-(VIL) ) abraza,
3

.

io, dada la

en efecto, todas las composiciones correctas. Asi, por ejo
expresidn

{3 (~p—qlalg—=sl—=l~p—r]

para decidir si es 0 no una férmula podemos proceder del modo sigulente
(sabemos que e5 una expresidn dei cdleulo de enunciados porgque no oon-
tiene mas que simbolos del mismo):

Primer paso: La expresién es un condicional. La ¥nea (V) de la defini-
cién nos dice que (3) serd nuna Formula s Io son sus dos compenentes, el
antecedente v el consecuente. Pasemos al consecuenie, que es més corto,

Segundo paso: el consscuente es tambidn un condicional. Por tanto,
segin la linea {V) de le definicién, serd una férmula st io son su antecedente,
‘~ ¢, v su consecuente, °¢. El consecuente lo es por la
cedente es una negacién. Segin la linea (IF) ‘~ ¢ serf -
es ‘p. Y p lo es por la linea (I). El consecuente de (3), "~ p—> 1, es pues
una férmula. Pasemos al antecedente:

Tercer paso: el anfecedente de (3) es una conjuncién. Scgin Ia linea (IV)
serd una férmula si o son sus dos miembros.

es una fdrmula.
Quinto paso: el primer componente del antecedente de (3) 25 un con-

&, —IRTRODUOCIRY & LA Lbsica
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dicienal, "~ p~> ¢. Segin la linea (V) de la definicién, sera uaa formula
silo son "~ ¢’y ‘¢ ‘¢ es woa formula por la linea (I) de la definicién.
‘~ p’ serd una formula silo es *pl P’ lo es por la linea {I) de la definicién.
Luego "~p’ v "~ p-—+q son formulas,

Sexto paso: el antecedente de (3) es una férmula, como resuitade de
los tres ltimos pasos.

Séptimo paso: el antecedente y el consecuente de (3) son férmulas.
Luego (3) es una férmula,

Cada vez que se ha dicho férmula’ en lo que precede se ha elidido
‘del cdleulo de enunciados’.

Examinemos ahora la siguiente expresion:

(4) ¥ P gaTt

Se trata de un bicondicional. Segin la linea (VI) de iz definicién, {(4) serd
una férmula si lo son sus dos componentes principales. El segundo com-
ponente principal es una conjuncién, Es una férmula, en virtud de las
lineas (IV) y (1), aplicadas sucesivamente. El primer miembro de la equi-
valencia no es una férmula por ninguna de las lineas (1)-(Vi) de la defini-
cién, Consecuentemente, por virtud de la Hnea {VII} de la definicidn,
‘5 no es una férmula del cileulo de enunciados, Por esa misma regla no
lo es tampoco (4).

Tampoco en la decisidn sobre {4) ha intervenido ninguna consideracién
acerca de su posible sentido, sino solo la aplicacién de la definicion de
¥Férmula,

32. Esquematizacién de enunciades del lenguaje comtn por férmuias
de Ia légica de enunciados. — Un caleulo es una construccién, una sintesis,
como ejemplifica Ja definicién de Férmula. Y al ir ensamblando piezas de
un lenguaje formalizado estamos preparande la miquina del cdleulo. Pero,
como dijimos, esa sintesis se basa en un previo andlisis del discurso, analisis
que nos ocupd en la Parte Primera. Ahora bien: la precisién o aclaracién
de categorfas, que es necesaxia para la construccion del cdleulo, facilita a
ia inversa el andlisis del lengnaje comiin en el que suele estar expresado
el conocimiento positive. Vamos a atender ahora al modo como puede pres-
tar ese servicio analitico la l6gica de enunciados.

A este proposito hay que tener ante todo en cuenta que el superficial
nivel de analisis propio de la logica de enunciados, que es un analisis, por
asi decirlo, “macroscépico”, hace que al esquematizar en su lenguaje los
emunciados del lenguaje comin se pierdan numerosos rasgos de la estruc-
tura o forma de éstos, Mas, por otra parte, ese anélisis “macroscpico” es
también necesario cuando se analiza el discurso desde un punto de vista
més detallado o “miicroseépico”. Pues las conexiones entre enunciades — las

conexiones “macroscopicas” — siguen siendo relevantes cuzndo se atiende
a la estructura terna de los enunciados enlazados por las conectivas.
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Por eso son dtiles en todo caso las aclaraciones que |
puede dar sobre la estructura “macroscépica” del disoursa.

Un buen uso de Ia cor 7, por ejemplo, permite norm
de los enunciados del lenguaje comin que parecen ser |
simples), pero constan de un solo sujeto y dos verbos. La ¢
lar, v no, como aparentan, atémica, de esos enunciados, ©

ar la forma
icos (oraciones
ctura molecu-
omea, por ejemplo,

(3 juan come vy hehe,
se aprecia mejor, excluyendo toda ambigiiedad, si se esgnematiza
{3a) PAg,

en donde P esquematiza Juan come’, v ¢ esquer

Ast también es Gtil para la comprensién de la estir
lenguaje — en cuanto que éste ha de sexvir para ia clen
sibn objetiva de hechos — la reduceién de varias con
comtn, cuyo valor veritative es el mismo, a2 nna fniea ©
Ast por efemplo, los enunciades

7o la expre-
del lenguaje
n verifativa,

{6) Aunque Juan come, Hene hambre,
{7} Juan come, pero tiene hambre,

se esquematizan los das por
2

8, 7 PAS

flonde p esquematiza ‘Juan come’ y " esquematiza “Toan tiene hambre’,
Aunque’ y ‘pero’ han sido ambos esquematizades por ‘4’ 4 es en efecto
su valor, por mds que ‘aungue’ y ‘pero’ signifiquen V' con sentidos {inten-
siones} ligeramente distintos. Bl hecho de que el valor de ambos es of de 4
puede apreciarse observando que tanto (6) cnanto {7} son verdaderos si
Juan come y tiene hambre, y falsos si Juan no coma o ne tiens hambre,
Esto es lo que indica la tabla de ‘4

El siguiente enunciado permite apreciar la insuficiencis de la lgica
de enunciados para recoger la estructura del discurso

{8) Juan bebe més de lo que come.

Ese enunciado puede sin duda esquematizarse en légica de enunciados
por la férmula

(8a) gat,

esquematizando ‘g’ “Juan bebe’ v f un nuevo e o, pardfrasis de
més de’ if} ue come’, y que podria ser “Juan come menos que bebe’. Pero
este andlisis es muy insatisfactorio, pues *f esquematiza

[IEEN

: . = en realidad un
enunciade de dos verbos: no es 2tn ssquematizacién de un enunciado até-

mico. 81 toméramos en vez de "Juan come menos que hebe’ la raduceién

.
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‘come poco’, ‘g Al seria finalmente un esquema satisfactorio, pues ' es-
quematizarfa, como ‘q’, un enunciado atdmico; pero el resultado no serfa
una esquematizacién de {8). Lo que realmente afirma (8) es una relacién
entre dos clases de cantidades, las cantidades que bebe Juan y las que
come, En l0gica de enunciados no podemos esquematizar una tal relacién,
sino sélo relaciones entre enunciados, nombres de hechos.

También para esquematizar la disyuncién hay que tener presente la
naturaleza malecular de enunciados que pueden parecer atOmicos, Ast gl
enunciado

(9) Juan come o bebe
debe esquematizarse por la férmula
e} n¥q,

esquemnatizando ‘P, como en los anteriores efemplos, “Juan come’, v g
Tuan bebe’.
Andlogamente,

(1) Juan es arquitecto ¢ ingeniero

puede esquematizarse

(10a)  pvpe

Los simbolos variables que se escojan som, naturalmente, arbitrarios.
Fero cuando se esquematizan enunciados en contexto, hay que tener cui-
dado de no esquematizar dos enunciados distintos por la misma letra,
Por eso es 1itil acostumbrarse a introducir una letra nueva cada vez que
aparece un enunciado nueve en el texto de lenguaje natural que se estd
esquematizando. Esto hemos venido haciendo basta aqui, aunque, por
tratarse de enunciados sueltos v no en contexto, la precaucién era innece-
sarvia. No la seguivemos tomando.

Los ejemplos (9) y (10) corresponden a la tabla de V. Pues el que Juan
coma no excluye que beba, v el que Juan sea arquilecto no exciuye que
sea ingeniero. Se trata de disyunciones no excluyentes, que son verda-
deras siempre que lo sea alguna de sus componentes, o cuando lo son
tos dos.

La situacidn no es la misma cuando la disyuncion es excluyente. En el
enunciado

(11) Juan es barbudo o imberbe

es imposible lo que permite la disyuncién no excluyente, a saber que sean
verdaderos los dos componentes, pues Juan es imberbe es 1a negacién de
‘Tuan es barbudo’. De mode que la esquematizacion de (11) debe ser

(11a) gyv~q

i ,
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Q?}seivese que "Calixto es barbudo o Melibea es imberbe
matizarse en cambio por ‘g v,
La 'for.mma .(Ma} se usa frecuentemente como caso
del principic de tercio excluso (cfr. ) en la formw :
0 su negacion : el tiene r verdaderg’
N Ig on, y S{f(_} Lfm de los iies, tiens que ser verdadera’. Mas, puesto
{ue @ runcion v permite que ambos argumentos sean verdaderos, es claro
— = 5 . i
puede }.)ensaisc, que gy~ g no es ung buena formulacidn del principio
de tercio excluso.

" debe esque-

particular (instancia)
-

g . )
! un eaunciade

,E§t9 no significa que la afirmacién (11g) sea wma viclocitn de dicho
;21'1;1(:1@;0. f:’ues (ile) no aﬁrm\a que ‘g’ y '~ g tengan que ser ambos ver-
gi ;}rsosgozoé?oEz{i?rzzile,egiizOmgizl gfjd% Ver-ie_chzeri-, con gue Estea uno

e o {lo cual s ' prej. Consignientemonts, no hay que
violar €l principio de tercio excluso para afirmar “g v ~

51 se quiere una formulacidn mas
puede escribirse

g

. h ] : o e :
?IC&& ael pl’ﬂiﬁ%}éﬁ de tereio excluso

[gv~gla~[ga~acl

En general, para esquematizar una disyuncién excluvonts de miembros
0o precisamente contradictorics {como lo son ‘¢’ y "~ ¢}, por oiemplo
{12) Juan es espafiol o suecs,
escribirernog

(iZa) [pvgla~Ipagl,

E

ST & T 1 = At
O sea: juan es espaiiol o sueco, y Juan no es espafiol y
T ? L . I
La esquematizacidn de negaciones en el cdleulo de enn

o : : o1 el molados nos im-
poria a regla de entender toda negacidn, desde &l piin de vista de este
anausis, como negacién de enunciade entero (atémico o !

tes d g h : Har), no de
partes de enunciados atomicos. Asf, por ejemplo, el enm

w1

{13) fuan no come

se parafraseard primers come ‘no: juan come’, v se

{13a) ~,

st P es la esquematizacién de “Tuan come’.
L3 2 - a > k} . 14 aBE N
’Con ~ y’ A se esquematiza la conectiva “ni” del |
Asi ol enunciadeo

io natural

(14) Juan no come ni bebe
se parafraseard como ‘Juan no come v Jusn no bebe’, ¥ se escuiematizard por
(1da) TR

Hste es otrn efemplo de eliminacién de homonimias del anic comiin,
La bomonimia aqud suprimida es Ia existente entre ‘nf, v ad, “tampoco’
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(pues la wmisma férmula (14¢) es naturalmente el esquema de “Juan no
come; tampoce bebe’).
Por ditimo, enunciados como

(15) Aunque Juan come, no bebe,

(18) Juan come, perc no bebe,

{17) Juan come vy sin embargo no bebe,
{18) Juan come sin beber,

etc., tienen todos el mismo esquema:
(15, 18, 17, 18) PA~.

Como hemos visto, el functor " esquematliza un condicional cnire
nombres de hechos, no una implicacién entre nombres de enunciados.
Asi, por ejemplo, esquematizaremos por

{18a) p—>q
el enunciado
{19 Si Juan viene, entonces Luis se va,

pero no una implicacién como

{20 si @ es mayor o igual que b, entonces, si b es mayor que ¢, g es
mayor que ¢,

aunque en el texto en lenguaje comiin aparezca escrita como mero condi-
cional, y no como implicacién, Puaes lo gque (20) quiere decir es

20a el enunciado "z es mayor o igual que B implica (“contiene”) el
g q >
enunciado ‘si b es mayor que ¢, @ es mayor gue ¢.

(20) es una implicacidn: la estructura del enuncéadc atémico ‘a es
IaYor o Igua.l que b contiene Ja del enunciado “si b es mayor que ¢, ¢ es ma-
yor que ¢’. En cambio, la verdad de (19) no depende de la estructura interna
de sus enunciados atémicos, sino de los valores de verdad que se les atvi-
buya, o sea, de que ocurran o no ocurran los hechos expresados por ellos.

Considerada desde el punto de vista epistemolégico o metodoldgico — es
decir, por su contenido en conocimiento y el mode como ese conccimiento ha
sido adquiride — una misma afinmacién puede ser unas veces un condicional y
otras veces una implicacién. Asi, por eferplo, el enunciado

(21} $i Sdcrates es hombre, entonces es mortal

es un condicional si la afirmacién se da como afirmacidn de hecho, de abser-
vacidn, Tn cambio, s In afirmacidn se diera como resultado de una investiga-
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glon fisiologica de la estructura de Sderates, investigaoi
ierto que e morir estd msute, por asi decirlo, en la estr

fers descu-
turs de ese objeto

Séerates, entonces (21) seria una 1mpncaci€m, expresable mas Mh%gmi«mm & por
3 T mont £

2l ‘ser H o gl

{(21a) er Sdcrates” implica “ser mortal,

o
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(215) © es Socrates’ implica ‘z es mortal,

Como aplicacién de las anteriores reflexiones vamos a esquematizar la
frase siguiente: A

{22) Como el gue estd suspendide de Apdlisis I ¢ ano se presentd a
examen de Teorla I no se pde&c examinar de Teorfa 111, si uno
se puede examinar de Teorfa 111 ests aprobade de Andlisis 1y se
presentd a examen de Teorfa I,

Tag

La frase tiene su conectiva principal en la coma que sigue a Teorfa IIT
la cual cierra la parte que empiezz con "Come’. Toda est primor parte es’
una explicacion del resto de la frase: da condiciones H%“ las cuales es
verdad el hecho indicado en lz segunda mitad de la fase. Se trata, pues,
de un condicional. Podemos empezar & esquematizar %Z, mediante la in-
troduccién del functor =’ entre las dos partes de la misma:

(22a) [El que estd suspendido de Andlisis T 0 no se presenid a examen
de Teorfa If no se pueds examinar de Teorla ﬁ?} [si umo se
puede examinar L%S .1\,(?’?3. izi estd Elpi(}%}&x(} &S And :
presentd a examen de Teorfa 1],

sis Ly se

El antecedente de (22a) es a su ver un condiﬁi(mf“ da en efecto una cone
dicién de no poderse examinar de Teoria T11. antoo 2 &e este se-
gundo condicional es estar suspendido de Arsai;szs Ionmne ‘: berse presens
tado a examen de Teorfa IL Podemos, pues, escribiy, con ligeros retoques
de estilo en lenguaje comtn:

(22b) [ funo estd susp pendido de Andlisis Tv ano no se presents a exa-
men de Teorfa T} — une no se pueds examinar de Teoria 1IE]

Bl consecuente de (522@3 ¥ (225} es también un condicional,
cuente e una conjfuncidn:

¥ Su conse-

.

5 - . 1 s s
(22e) [ [uno estd suspendids de }mah&;is Ivuno 16 se prosontd a exa-
mer de Teorfa 11] — uno no ¢ pueds exa &c Teorfa III]
—* {uno se puede examinar de Teorza I [uno estd aprobado

de Andlisis T 4 uno se p?es,cnie & examen de Teorfz 1] |
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La frase estd ahora formulada como composicion de enunciados atomi-
cos mediante conectivas (que entendemos funcionalmente). Pero observa-
mos que, por no haber corregido el texto inicial en lenguaje comin, tenemos
un mismo becho expresado de dos maneyas: “estar suspendido’ tiene como
negacién no estar suspendido’ y no ‘estar aprobade’, como atn tenemos
en (22¢). Normalizaremos pues antes de terminar la esquematizacién:

(22d) [ funo estd suspendido de Analisis 1 v uno no se presentd a exa-
men de Teorfa II]— uno no se puede examinar de Teorfa 1il]
-> [uno se puede examinar de Teorfa III — [uno no estd suspen-

dido de Andlisis I A uno se presenté a examen de Teorfa II ].

Tomando ahora sucesivamente “p, “g,, 7’ como esquemss de les enun-
ciados atémicos no negados en el orden en que se presentan en {22d), po-
demos esquematizar {22) del mode siguiente, basindonos en (22d):

(2e)  [[pv~gl>~r]—>[r—[~pagll

Aplicando nuestras convencicnes para el ahorro de paréntesis, tenemnos
fnalmente:
(225} [pv~g—-sr~rl=r—=r~pag]

33. Sobre la notacién de las funcienes veritativas. — La notacién de Ias
funciones verilativas, de acuerdo con el uso corriente en matemdticas, exigiria
escribir el functor 2 la izquierda de los argumentos (“variables independientes™),
por ejemnplo, en vez de pag,

Afdp, g},

que podria leerse ‘conjuncién de p, ¢, o funcién a de p, ¢ Esto es lo que
reaimente eniendemos al leer pa ¢, puesto que no utilizamos las conectivas
mismas, sino sus funciones veritativas asociadas. Pere la notacién de esos functo-
res como si fueran conectivas tiene la ventaja de recordarnos la realidad lin-
giilstica de Ia cual han sido abstraidas las funciones. Lo importante es tener
siempre presente que los simbolos usados son functores, no particulas conectivas,
y que representan funciones de valores veritativos, no conexicnes lngtisticas,
Estas estén representadas sélo en segundo lugar, a través de la abstraccidn fun-
cional (cfr. 28).

ArtnpicE st Carituno YV

B. Obscreacién, — a 38 ss.; la notacién aqui usada de los functores verita-
tivos es la de L. Scholz. Hay otras también corrientes, especialmente en fa lite-
ratura anglosajona. La tabla siguiente muestra las correspondencias entre las
principales notaciones:

RO NE
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Scholz o~ W A | = s
Hilbert- Ackermann 35 7; & i e -
Russell - ¥ . : uss punios
Carnap ~ v . = ﬁ;_-:_— asa par. ¥ punt,
Lukasiewicz ! Np | Apg | Epg | Cpg | Epg | ni par. ni punt.
i




Caritoroe VI

LA ESTRUCTURA DE LOS ENUNCIADOS ATOMICOS.
LOGICA DE PREDICADOS

34. Concepie de la ldgica de predicados. — Caracterizamos antes la 16-
gica de enunciados por el género de andlisis del discurso que presupone, y
vimos que ese anilisis deja sin tocar los enunciados atdmicoes, o sea, aquellos
que no contienen ninguna conectiva. Por el mismo camino puede caracte-
rizarse la logica lamada ‘de predicados’, ‘de términos’ o “cuantificacional’:
ésta se basa en un andlisis que penetra también en los enunciados atémi-
cos, distinguiendo sus diversos elementos gramaticales.

Casi toda la logica aristotélica, medieval y clasica es una légica de pre-
dicados. El propio Aristételes introdujo una primera simbolizacién de la
estructura de los enunciados atémicos més sencillos, usande una letra va-
riable o esquemética para indicar el lugar del predicado (nominal, general-
mente), otra para el sujeto, y el verbo ‘se da en’, sin simbolizar, para ex-
presar la relacién entre el predicado y el sujeto. Por ejemplo

A se da en B.
La notacién medieval v clésica,
S es P,

invierte, por adecuacion 2 la lengua latina, €l orden de las variables, y
sustituye el verbo “darse en’, que es seguramente més apto para usos [ogicos,
por el verbo “ser’, cargado de connotaciones filoséficas.

La universalidad del wso del verbo ‘ser’ esconde una diversidad de es-
tructaras de enunciados atdmicos del tipo més sencillo. Por ejemplo, cuando
se dice
(1) Juan es alto

se estd generalmente cueriendo decir una de dos cosas: o bien que la
altura se da en Juan, como decfa Aristdteles, y, consiguientemente, el ad-
jetivo “alto” conviene al nombre ‘Juar’, en cuyo caso la notacién hoy co-
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rriente es "Ad, con la constants A’ por ‘altc’ y la constante ‘¢ por Foan,
lo que da, con variables, el esguema

{1u) Fx;

o bien se estd queriendo decir que Juan pertenece a la clnse de las cosas
altas, en cuyo caso la notacidn hoy corriente es ‘g« A’ {"a 25 un miembro de
la clase A7), v, en esquema

(1B) Zea.
£sos son ya dos sentides de Ia parttcula ‘es’. Cuondo se dice
{23 el hombre es mortal,

no se estd diciendo con ‘es’ lo mismo que en el caso (1), Pues ‘el hombre’
ne es ningin stmbolo de individuo, v, por tanto, 1a relacitn de Hombre con
Mortal no puede ser la pertenencia de individuo a class, e, ni la relacién
de un individuo con una propiedad suya. No es el abstracto Fombre ol que
tiene la propiedad de ser mortal, sino los individuos humanos. Bl ‘es” de (2)
signthea inclusion de una subclase en una clase. s corrients simbolizar
esta acepeidn de “es’ por "C. Asi (2) se simboliza "H C M, o, en esquema,

{Za) «aC R oaCp

1 .

con "Cen vez de "7 para admitiv fa posibilidad de gue « sea una sub-
clase impropia de 8. En este Gitimo caso, que se da, por gjiomplo, en el
enunciadso

{3 todos los asturianos son de la provincia de Oviedo,

la acepcién de ‘es” se simboliza por ‘=, para denotar la igualdad de la
clase de los asturiancs con la clase de los natursles de la provincia de
Oviedo:

(3(1) o = ‘6,

cuando la relacidén se contempla extensionalmente; v por ‘e

BB () Pre 04,

para expresar la equivalencia entre los esquemas “x es asi 9y "% oes
natural de la provincia de Ovieds', cuando la relacidn se contomplz como
zelacidn entre propiedades,

Cnando la equivalencia en cuestidn debe entenderse come definicidn,
escribiremos, segin difimos,

(3c) Pr’ <y O

Por dltimo, ‘es’ puede significar también la identidad entre simbolos
de individuos, como, por ejemplo, en el enunciado
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(4) Clarin es Leopoldo Alas

La identidad entre stmbolos individuales se simboliza por =

(a)  x=y,

en la notacién extensional a la que también pertenece “‘C’; y por el predi-
cado diddico *F, cuando interesa conservar una notacién predicativa:

(4B) Iny.

Esas simbolizaciones permiten explicitar en cada contexto la acepeion
de “es’ o “son’ que interesa en el universo del discurso en que uno se estd
moviendo. La notacién que interesa en el universo del discurso de la 16-
gica de predicados es la de (1a) y (4b). Todas las demés pueden reducirse
a ella, con los correspondientes cambios de sentido, del mismo modo que,
por otra parte, ella puede expresarse en esas otras. Pero en cada traduc-
cidn se cambia el punto de vista {el de las clases por el de los predicados,
y viceversa).

Asi, por ejemplo, para expresar {£) en la notacidn de (la) se escribird:

{(2b) () [Hx — Mx],

notacién que no conserva explicita la idea de clase, las clases Hombre y
Mortal, sino las propiedades correspondientes, usadas como predicados
de individuos.

La férmula (4b) permite apreciar otra diferencia importante enire la
notacién hoy corriente para la idgica de predicados y la tradicional. Esta
segunda diferencia consiste en lo siguiente: la logica tradicional entendia
por ‘predicado’ un términe atribuible a (o negable de) un solo sujeto cada
vez, en el sentido de que, por ejemplo, el enunciado

(5 Juan, Lais y Pedro son altos

debe entenderse como

(ba) Juan es alto, y Luis es alto, y Pedro es alio,
0, en esq:}em&,
(3b) Px a Py a Pz

(5b) es un andlisis correcto de (3), también desde el punto de vista de la
notacion actual. Pero hay otras nociones que no pueden analizarse como
predicados de un solo sujeto, ¥ a las gue conviene, sin embargo, considerar
también propiedades, y predicades, por tanto, 2 sus nombres; pues en
todo lo demés se comportan del mismo modo. Sea, por ejemplo, el enun-
ciado

(6) Luis es amigo de Juan.

ENUNCIADOS ATGMICOS, LOGICA DE PREDICATOS gl
Es dare que el esquema
Pxa Py

no refleja la estructura de (), sino que esquematiza més bien un enun-
ciado tan ambigue como

Luis es amigo v Jusn es amigo,
sin gue se sepa de quién. Infroduciendo el predicade “A’, ‘ser-amigo-de-Juan’,
podria, desde luego, establecerse ol esquema
(Ba) Az,
que se leerfa "z es-amigo-de-fuan’, Pero ese esquema no es del todo sa-

tisfactorio, porque ssconde ia presencia de un segundo nombre individual

en (6). En realidad, la propiedad que importa en (6) afocta al par de in-

dividuos nombrados: es una relacién. Esquematizarcmos () por

(B5) Axy,

0, en esquema, con sélo varizbles,

{8c) Rzy,

donde ‘R (¢ "A” en (8b) ) esquematiza simplemente ‘ser
lee "z tiene la relacidn B con ¥, cuando interesa destacar Ia
cién, En otro caso se lee simplemente “erve equis v7, d
que "Px’ se lee abreviadamente “pe equis”.

Con esto se adiniten como predicados, ¢ simbolos predicatives en ge-
neral, ne s6lo los que van seguidos por un solo simbelo de individuo (4stes
son los predicados o sfmbolos predicativos monddicos, que, cuande son
constantes, significan atributos, propiedades de un sile
sino también los que van seguidos de dos o més stm
{predicades diadicos, triddicos, ..., n-4dicos).

g, {82) se
n de rela-
tsmo modo

iduc & la vez),
s de individuos

85, Simbolos elementalcs ¢ primitives de la légics de predicados. —
El lenguaje de la légica de predicades requiere por de
constantes individuales:

jRA

I

to variables v

T4, By .., 8 0B, €,
¥ predicativas:
P, QR ..,A B C, .,

y, entre las predicativas, tanto monadicas cuante n-ddicas. A veces puede
ser conveniente indicar de un modo explicito, en un d do contexto,
cuil es el alcance de un simbolo predicativo, si es di ., o iiddion, ete
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Cuando se necesite, se indicard mediante un subindice, p. e.
axyz.
Poxyz

Como en el caso de las letras de enunciado, también en éstas po-
demos usar subindices al componer el simbolo. Y entonces, en los simbolos
predicativos, podremos encontrainos con dos subindices: uno que indica
el alcance del predicado, su nimere de argumentos (como también dire-
maos), y etro gue es aun parte del simbole. Convendremos en gue este
altime se escribird debajo del otro, (La complicacién carece aqui de im-
portancia porque punca nos encontraremos en ese caso.)

En realidad, el uso de subindices es la mejor solucidn para consideraciones
tedricas. Pues, por un lado, no hay tantas mindsculas latinas (por ejemplo)
cuantos individuos deben suponerse en cualquier universo del discurse clentifico,
por elemental que sea. ¥, por otro lado, el use de subindices simplifica Ia nota-
cidn, al permitic no usar més que una letra para cada categoria de variables.
En la prdctica necesitaremos pocas letras. Por eso podemos permitirnos el uso
de varias y sin subindices (salvo para indicar el alcance de predicados).

Las variables v letras de enunciado en general son también elementos
de la légica de predicados, la cual incluye a la de enunciados para formar
un sole sistema. Ello por dos razones: primera, que upa mers notacidn
de la estructura interna de los enunciados atémicos no puede consttuir
por si misma un lenguaje, pues en un lenguaje los enunciados atémicos se
combinan ¢ componen para formar enunciados moleculares; segunda, que
a veces puede convenir combinar enunciados atémicos analizados con otros
sin analizar. Por ejempl{), si es pasi'i)le demostrar tanto

p—> Rxy
cuanio

~ p—> Ray,

entences se podrd afirmar como demostrado el enunciado "Ray, aun sin
tener analizado ",

De esta reflexién se desprende que todo el lenguaje de la légica de
emunciados debe ser parte del de la logica de predicados, v, por tanto, que
todos los simbolos elementales del primero lo son del segundo, En este
sentide se dice que la Idgica de predicados (con la limitacién que se verd
en seguida) constituye el sistema de la logica elemental (I6gica de onun-
ciados mas légica de predicados, puede decirse).

Los paréntesis tienen un papel esencial en logica de predicados, y ne
solo el de comodo expediente de puntuacion. Pues, segin vimos, los parén-
tesls se usan come notacidén del cuantificador umiversal o generalizador,
Por tanto, serf conveniente distinguir a partir de ahora el uso de los parén-
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tesis como notacién del cuantificador: para ello usarcmos ks
por ejemplo:

(x},
mientras que para fines de puntuacién seguiremos neands
(En el castellano que usamos como metalenguale intuitivo
paréniesis de un tercer aspecto tipogréfico.)
Por el uso de los cuantificadores se distinguen dos niv:
fa l6gica de predicados. 81 los cuantificadores o pueden
variables individuales, en las formas

{x), Ex,

?

el lenguaje pertenece a la lgica de predicados de prim

cuantificadores pueden afectar también a variables predics
formas

{F}, 4F,

las expresiones con esas cuantificaciones pertenecen a la ¥gina de predica-
dos de segundo orden, Hay diferencias importantes enfre las dos, y en lo

que sigue, hasta el capftulo XI, consideraremos séle la Voics de prodi-
cados de primer orden, que es la inica gue integra io os Hamado

‘sistema de la ldgica elemental

Las variables cuantificadas en una férmulz s2 Yaman Hondas’y las

demds se Haman ‘libres’. Asf en Ia formula
{x)yPryz,
* e 'y estan ligadas, "P’ v 2’ estdn libres.

En la lgica de predicados de primer orden las dnicas varizbles liga-
bles son Ias individuales. Esto quiers decir que ellas son las tniens verda-
deras variables de ese lenguaje. Pues un simbole que no se puede ligar
(cuantificar) esth de algim modo ya determinado; o sea, cumple propis-
mente funcién de constante o de parémetro. A la inversa, no tHene sentido
ligar (cuantificar) una constante o un parfmetro. Serfa, po clemplo, un
absurdo decir ‘todo Miguel de Cervantes Saavedra e del Quijote’,

De esto se desprende que ni los simbolos predi los de enun.
ciado son verdaderas variables en la légica de predicados de primer orden;
pues no se admite su cuantificacién. Unas y otras letras son més bien paré-
melros.

Visualizaremos el anterior repasc en la siguiente

Tabla de los simbolos elementales de la lgica de prod 5

1.2 Los simbolos elementales de la ldgica de emimciados:
V. Letras de enunciado: "9, ¢, ¥, 78, L el L )
2. Funclores veritativos: "~ %, "8, "=, ‘&3

“

il
5
H 5
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2.° Variables y constantes individuales: “x, ¢/, 2", ..., %', .., %, ..o,
‘a, b, L, e, L, el

37 Letras predicativas: ‘F, *Q, ‘I, ..., Py, .., ‘RS, .. AR, CL L
AL, L CW, .

4.° Cuoantificadores: (), H.

5. Signos auxiliares de puntuacidn: ], [

Se observard que mo recogemos al descriptor entre los simboles elemen-
tales o primitivos de la logica de predicados, a pesar de que alguna vez lo usa-
remos. El motive de no recogerlo ahora es que las reglas de formacién se com-
plican con su presencia, y atn mas las reglas de transformacién. En efecto, una
descripeidn no es propiamente un nombre, una constante, sino, como declames
en 26 una “especie de nombre”. En el uso normal de un nombre, existe un in-
dividuo nombrado por él. Este no es siempre el caso con las descripciones.
For ejemplo, la descripcion

{1x) [x es el rey de Espafia que reind de 1931 a 1936]

no puede cumplirse para ningdn x; es, como sucle decise, una “descripeién
vacia’, Analogo problema se presenta si hay més de un x que cumple Ia des-
eripcidn (como podria ser la opinidn conjunta de un grupe de carlistas ¢ isabe-
linos sobre la anterior descripcitm). _

Pero el prescindir del descriptor no es grave, porque una descripeién puede
en general eliminarse mediante otros simbolos — siempre que la descripcitn
forme parte de un enunciado —. Por ejemplo, en el enunciade

el rey de Espaila que reind de 1931 a 18386 era alto

le descripcidn ‘el rey de Espafa que reiné de 1831 a 1936 puede eliminarse
reconstruyendo el enunciado del modo siguiente, que ya no tiene ninguna des-
cripeién:
Hay un x tal que x era rey de Espafia, x reind de 1931 a 1838, y x
era alto,

28. Férmulas de la logica de predicades de primer erden.—En la
definicion siguiente, las maydsculas negritas, como ‘P, son variables sin-
ticticas para designar simbolos predicativos, y las megritas mindsculas,
como "%, son variables sintdcticas para simbolos de individuo, X" e 7V
som, come de costumbre, variables sinticticas para formulas.

Definicidn de Férmula de la ldgica de predicados de primer orden:

s

{13 W, Y, o T L, Tsd son fdrmulas (atdmicas),
(If)y P @y 22 ... xz. es una formula {atémica).

(FI) 5 X es une [drmula, ~ X también lo es.

(IV} S§i X e ¥ son formules, Xv7Y también o es.

(V 8i X e Y son fdrmulas, XaY también lo es.
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(V) 81 X e Y son férmulas, X ~» ¥ también lo es.

(VII) 8t X e Y son férmulas, X« Y tambidn Jo es.

(VIII) 81 X es una férmula, (33X también lo es.

(IX)  5i X es una férmula, HxX también Io es.

(%) Ninguna expresién es wna férmula de la légica de predicados de
primer orden sino en virtud de (D-(IX).

La anterior definicién permite una decisién normada de Iz cuestidn de
st una dada expresion de Ia légica de predicados de primer crden es 6 no
una formula de la misma. Asf, vor siemnplo, la exnre
{7 (2} [Px — Qx] A (x)[Ax > Px] — (x)[Rx > O]

47

1

es una férmula, como puede esteblecerse por aplicacidn sucesiva de las

lineas (VI), (VILI), (VI), (IT) (dos veces), (¥}, (VI5), (VI), ({1} (dos veces)

(VIIE), (VD), (1) (dos veces). a "
En cambio la expresién

&) (B)ly 4 Px]

no es una formula. He aqui su andlisis: por la lnea (VIID), (8) es upa férmula
si lo es

{8a) i A Px,

Por la linea (IV), (84) es una formula si lo son 'y’ v ‘Px’. "Px es una férmula
por la linea (I) de la definicién. Pero ¢ no es fémmuls en virtud de nin-
guna linea de la definicién. Entonces, por la Hnea (X), ‘¥ 2o es una formula,
Lizego tampoco lo es (84), ni tampoce, por tanto, (8).

La anterior definicién excluye de la clase de las férmuhas de la légica
de predicados de primer orden muchas que pueden serle de s de segundo
orden, como, por ejemple,

(9) (P} x) By [Pz — Py,

pues ninguna de las lineas {I)(IX) permite una cuantificaciée como ‘(PY.

Luego, por la Iinea (X), una expresidn con esa construccién gueds excluida

de la clase de las formulas de la Iégica de predicados de primor orden,
También quedan excluidas de ssa clase éxpresisﬁes onmo

{1y PQ,

mientras gue en olros sistema
con €53 ¥ que son férmulas.

27. Esguematizneidn do e rindeos del lengusie comtin
de Iz légiea de prediendos de pramer orden, — Los enuneiado
lares miés sencillos esquematizados en 32 en of tenguaje de la ¥gica de
o I . £ ‘n -
enunciados no presentan mas problema, para su esquematizacits por fdrm

¥l

7 —RTEonUociiE A LA LO6Ica
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las de la légica de enunciados de primer orden, que ¢l de precisar la es-
tructura de sus componentes atémicos. Asi, por ejemple, el enunciado

(L) Juan come v bebe,

que en 32 figuraba como (5) v tenfa la esquematizacién

pAY
se esquematizard por
{11a) P a Qx.
El ejemplo (8) de 32, que numeraremos aqui

(12) Juan bebe miés de lo que come,

quedaba, segin vimos, mal esquematizado con los solos medios de la Jo-
gica de enunciados. El lenguaje adecuado para esquematizarlo es el de la
légica de predicados de primer orden. Para ello conviene analizarle, con
objeto de entender bien las relaciones que hay que esquematizar.

El enunciado (12) contiens el nombre de una entidad individual
— Tuan’ -, pero alude ademis a otras entidades individuales, a saber,
conjuntos de sélidos comidos por Juan y conjuntos de liquidos bebidos
por Juan. De esas entidades individuales, una, Juan, estd determinada uni-
vocamenie. Dicho de otro modo: “Juan’ es una constante. En cambio, las
otras entidades individuales o concretas estan aludidas genéricamente: el
enunciado nos dice que de un par de cantidades cualesquiera, una de las
cuales sea la del alimento sélido comido por Juan y otra la del liguido be-
bido por Juan, la segunda es mayor que la primera. El enunciado (12) tiene
pues, aunque no s¢ vean, lugares de argumento para cantidades de ali-
mento solido y para cantidades de liquido, unas v otras consumidas por
Juan. Segin esto, el enunciade (12) debe esquematizarse con tres simbolos
individuales: una constante (para "juan’) v dos variables individuales. Pon-
gamos ‘@’ para Juan, ¥ e ‘', respectivamente, para cantidades de liquide
bebido por Juan y cantidades de sélido comido por Juan.

En cuante a los stmbolos predicativos, harén falta tres: uno para ‘beber’,
otro para ‘comer’ y otre para ‘mayer qué. Tomemos, respectivamente, ‘B,
Ty >

Por tltimo, la afirmacién de que la cantidad de liquido bebido por Juan
es mayor que la de solido comido por Juan no estd limitada en (12) a
ningan orden de magnitud preciso: vale para todo par, {x, 4}, que se con-
sidere. Esto quiere decir que tendremos que cuantificar las variables del
esquema con el generalizador.

51 interesa mucho una aplicacién de la légica a esta “teorfa de la ali-
mentacion de fuan”, atn serd necesario explicitar otra variable individual
mds, representativa de lapsos de tHempo. ‘Juan bebe mas de lo que come’
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se referird en efecto, en osa “teorin de la alimenfacidn de Juan”
perfodo de la vida de éste, 0 a toda su vida, Para dar la inc
ti’empc, que no importa en légica pura (ni en sinfaxis ni en semAd
s1 en pragmdtica), habrd que considerar cudles son los fapsos tiempo
que interesa fomar como unidades — como individuos — en el comtexio
particular. En una “teorfa de la alimentacién de Juan” seria razonable
tomar como unidad de tiempo, como individuo tem: orsl, el dis, v no el
segundo o el minuto, El universe del discurso de la “teoria de la alimen-
tacién de Juan” tendrd pues, suponemos, una serie de individuns gus son
dias. Los esquematizaremos con la variable ‘o,
El resultado del anterior andlisis es la siguiente traduccitsn de (12):

(12a) Para todo dia, d, y para todas las cantidades, «, Y, s x es iz can-
tidad de liquido bebido por Juan el diz d ¢ y o5 1a cantidad de
sélido comido por Juan el dia d, entonces = es MAYOr {ue i
ES

Lo cual puede esquematizarse, con los simbolos que hemos escogido, por
(125) (D )y Baxd a Cayd — 2 > y]. .

Esa formula supone un determinado universs del discurao — ol de la
“teorfa de la alimentacién de juan” —, pues no precisa el ©

pueden tomarse valores para fas variables °d, “«, Y, es decir, no precisa
las clases de objetos cuyes nombres pueden ocupar en la férmula los Iu-
gares de dichas variables. Para analizar completamente (12) dosde un punto
de vista de légica pura, sin presuponer el universo del discurso de la
“teoria de la alimentacién de Juan”, habrfa que precissy esos eampos

de las variables. Esto puede hacerse introduciendo los predicados “ser-un-
do’ {que sim-

dia’ (que simbolizaremos por D), “ser-una-cantidad-de-lruis
bolizaremos por L) y ‘ser-una-cantidad-de-alimento-sélido’ {que simboli-
zaremos por °§). De este ulterior analisis resulta ol siguiente esquema:

(12e) (d}{x}{y}[Ded a Lx a Sy & Buxd 4 Cayd —z > y].

Al esquematizar enunciados que parecen atémicos y no lo son, la posi-
bilidad de crror no se da ficilmente, como en cambio conrre en idgica de
t

enunciados, con expresiones del Hpo {11}, es decir, con en dos de un

sujeto y varios verbos; sino més bien con enunciados de varios suietos y
: ]
un solo verbo, por ejemplo

{13) Taan v Luis juegan,
que ptzede esquemaﬁzarse por
{13a) Fxa Py,

o }'_JOI“
faaJb,
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si en la esquematizacién no se quiere perder la alusién a nociones y sujetos
determinados. )

Pero 1o s seguro que esa esquematizacién sea fiel. La correccion de la
esquematizacién depende de lo que se haya querido decir con el enun-
ciado (13), ambiguo como suele o puede serlo todo enunciado del lenguaje
comin una vez desligado de su contexto. Pues si lo que se queria decir era
méas bien

(14) Juan y Luis juegan el uno contra el otro,
entonces la esquematizacién mas fiel habria sido
{1da) Rxy,

pues tal vez se queria significar la relacién entre Juan y Luis disputando
una partida, y no la mera coincidencia del hecho de que Luis juega y el
hecho de que Juan juega. La recta comprensién del texto en lenguaje
comtn es, naturalmente, presupuesto necesario de toda buena esquema-
tizacidn, -

En el capitulo I vimos que un enunciado como

(1%5) todos los 4drboles son vegetales,
debe entenderse, para explicitar las variables individuales, como
{(154) todo lo que tiene la propiedad drbol tiene la propiedad vegetal.

Por nuestro conocimiento del oficic pronominal de la variable, damos en
seguida con la esquematizacidn siguiente (con ‘P’ por ‘ser-darbol’ y “Q" por
‘ser-vegetal’):

(15h) (x}[Px - QOx]. y
En cambio, un enunciado como
(18) algnnos drboles son altos,
entendido, con pronombres {variables),
(18a) algo tiene la propiedad arbol y la propiedad alto
se esquematiza (con ‘P’ por ‘ser-arbol’ y Q" por ‘ser-alto’)
(168) qAx[Px 4 Ox].
La presencia de ‘A" en (18D), en vez de "= en (15b), flustra sobre la afir-
macién de existencia propia del particularizador.

Cuando el lenguaje de la Iégica de predicados se utiliza para el analisis
v la formalizacién de teorias cientificas o de textos on lenguajes émicos,
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es siempre conveniente tomar simbolos constantes que repre 0 Do~
ciones de la teorfa o del texto que se estd formalizandn: constantes, esto
es, que 1o son constantes logicas, sino empiricas. Tambidn es Giil ne tomar
las variables sobre el universo del discurso, incualificads, de la '4gica pura,
sing sobre campos espectficos de la teorfa que interese. Ya hemos usado
tales variables sobre universcs del discurse de teorfas posithvas

cusion de (12), y hemos visto cémo se pueden elim
universo del discurse de la ldgica pura. Pero, ademss
la introduceidén de constantes ne Iogicas es necesaria en
formalizacién, o sea, al establecer la lista de simbelos pri
nidos) del lenguaje & formalizar, simbolos que correspo
ceptos primitivos (indefinidos} de la teorfa estudiada. Tnra es
lista de esas constantes es necesario un andlisis previo de Ja t
tidn, a menos que ¢ésta se encuentre ya relativamenie for
sin upa simbolizacidn muy normada, por los propios cient
que la han construido. En este caso, dichos clentificos ha
cules son las nociones que guieren tomar como primitiy
habré que hacer en este primer paso serd asegurarse de que la of
cién es coherente vy cémoda.

Consideremos, por ejemplo, los axiomas de la teorfa de los némerns na-
turales, o aritmética, propuestos por G, Peano (1858-1932), o sdlo los cinco
de sus nueve axiomas gue son propiamente aritméticos. (Los ctros cuatro
son 1égicos. También en la presentacidn antigua de los Flo
clides se encuentran unas “nociones comumes”, que son D
y unos “postulados”, o axiomas propiamente geoméiricos
rectas, punfos, etc.).

Hs0s cinco axiomas {(en los qus ntunerd quiere decr “miimers natural)
son:

=y

T opara

'n, acaso
Cos BOSHIvos
eitado

]

b1t

(12 1 es un numero.

(2.°) El siguiente de cualquier nimero es un nimero.

{3.°) Dos nfimeros no Henen & mismo siguiente.

(4% 1 no es ol siguiente de ningin afmero,

(5.7} Tode propiedad que pertenezca a 1 y al siguicnic de todo nimere
que la posea, pertencce a todo ndmero.

Como nociones primitivas de ese conjunto axioméfice podemos consi-

derar las siguientes: 1, ntmero {la propiedad de ser un »imerc), &

(ia propiedad de ser siguiente de, gue es una relacidn — com

presada con otros términos téenicos en mateméticss) i

idéntico a (la relacidén de identidad), Todss esas noo

cogerse mediante constantes no-logicas al esqu i los emunciades

(Lo)-(8.°). Tomemos, por efemple, los simbolos “d, ‘W, °8, T y atrtbuyd-

moslos a aquellas nociones por el mismo orden en gue las hemos enume-
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raclo. Con esas notaciones el axioma (1L.°) puede esquematizarse por
{1.0a) Na.
El esquema del axioma (2°) es
(2.00) (=) (i} [Nx o Syx — Ny].
El axioma {3.%) se refiere, naturalmente, 5 dos ntmeros cualesquiera,
a todo par de nlimeros y a todo siguiente de ellos. Su esquema es:
{3.0a} (3 {=) () [N A Ny o~ Iny a Szx a Suy — ~ Izul.
El axioma (4°) puede esquematizarse por
{4.°a) ~ dx] Nx a Sax],

Para empezar la esquematizacion del axioma (5.°) omitiremes por el
momento la cuantificacidn inicial, y consideraremos la estructura de lo
afirmado. Se trata de un condicional: que una propiedad pertenezea a 1y
que, si pertenece a un nGmero, pertenezea a su siguiente, es condicién
de que esa propiedad pertenezea a todo nimero. El consecuente de (5.7)
es, pues, llamando ‘P a la propiedad en cuestitn:

{x)[Nx— Px].

El antecedente de (5.°) es una conjuncién de dos enunciados. El pri-
mero pone la condicién de gque 1 tenga la propiedad “P:

Pa

El segundo pone la condicién que hemos parafraseado ya y que puede
esquematizarse asl:

(¥} Nx A Syx a Px > Pyl
El conjunto del antecedente de (5.°) es pues:
Pan (3 (y}[NxaSyxa Px— Pyl.

Y la totalidad del axiomas, menos la cuantificacidn inicial, se podrd es-
quematizar por
(5.2a) Paa (x){y)(Nxa Syx & Px — Py] —» (x}INx — Px].

Veamos ahora la cuantificacién inicial adm no recogida. Esta es una
cuantificacion de P, pues (5.°) dice que (5.°¢) vale de toda propiedad P.

Consiguientemente, el esquema completo de (5.°), en la versién, no muy
afinada técnicamente, que hemos elegido, es

(3.°5) (P Paa {(x}(y)[Nua Syxa Px — Pyl — (x)[Nx — Px] .
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Por la cuantificacién de P, (5.20) no es una férmulz de la Ibgica de
predicados de primer ordes, sino de la de segundo orden. Lo mismo ocurre
entonces con el axioma (5°). Un enunciado como (5.9 no o pues, es-
(uematizazse suficlentemente en el lenguaje de la légica de icados de
primer orden. No pertensce 2 ella,

En relacidn con Io que antes se vio schre la suposicidn de determina-
dos universos del discurso en la aplicacién de la l6gica a la ssguematiza-
cién y formalizacién de teorias positivas, debe observarse ahorz lo si-
guiente: en la esguematizacidn de los axiomas de Peano herns
siempre explicitamente que los objetos o individuos considerados
meros, Hsto quiere decir que aguellos esquemas se bosan en el
del discurse de la 1ogica pura, en el cual los individuos son meras entic
sin cualificar, y hay per tanto que expresar explicitarnenic su onalifics
relevante (agui la de niimero natural, ‘W), Dandoe, en eombio, nor supuesio
cl universo del discurso de la aritmética, no es necesario nsar 1 oongtante
predicativa ‘N’ mds que cuando esté explicitamente usada ya en el texto
en lenguaje comin, Can esta simplificacién notacional — o sea, presus
puesto el universo del discurso de la ariimétics — los axiomas (1.0)-{5.%)
podvian esquematizarse asi:

(1.08) Na.

2By (=} (g)[Syx — Nyl.

{3.°8) eyl p{zy(udl~ Doy 4 Bz 4 — ~ Tzul,
(4.05) ~ Hx Sax.

(5.0¢) (PyiPaxs () {yriSyx a Px — Pyl — (53Px].

el

i

)

38. La implicacién en Ia I8gics de ados Jor orden, —
Con 12 notacién de la légica de predicados de primer orden pucdon escri-
birse simples condicionales de la misma naturaless légica, izus nte di-
versos de la implicacidn, que los usados en lgica de enuncindns, Por ejem-
plo, la férmula

(17) Pa— Qua

es un mero condicional, pues no sabemos nada de la razdn
existe una relacién entre que @ sea Py que @ sea ). Esta
presenta como mero hecho emplrico.

Mas supongamos que dicha relacién vale para |
e

(18) {x}[Px — Ox].

Entonces sabemos ademads, por o menos, que la relacidn entre el ser P ¥
el ser 0 es universal, 8¢ recordard que en la discusion de 39 sobre el con-
dicional y la implicacién hallamos que implicacién es condiciona
ratizade, universalmente verdadero. Por eso se ve comfinments en férmulas

por Iz cual
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come (18) un género de implicacidn, a Ia que suele llamarse “implicacidn
formal’.

La interpretacién en que se basa ese nombre responde a la reflexidn si-
guiente: puesto que para todo individuo el ser P hace que sea {J, debe
haber una relacion estructural entre la propiedad P y la propiedad O,
y esa relacion estructural se expresard mediante una implicacidn entre el
predicado “F" y el predicado (Y. Una tal relacion estructural mediarfa, por
ejemplo, entre

Pi’ v Bra Sx
,
} € ¥ & >
Qx g Rx .

en cuyo caso {18) seria la implicacién

{19 {x}[Hx A 5x — Ex].

38. Sobre la constante “¥. — Iemos utilizado la constante “I" para simbo-
lizar la relacidn de identidad. Para el mismo fin habriamos podido usar el sim-
bolo “==". Pero uno y otro simbolos suponen una especificacién del universo del
discurso puramente Jégico. Pues en éste no hay dos individues idénticos. Ningiin
individuo es, como tal individuo {y asi se los considera en el vniverso del discarso
de la l6gica}, idéntico con ningdin otro. En realidad, sélo puede hablarse de iden-
tidad entre individuos desde el punto de vista de alguna teoria, es decir, dentro
de un determinado universe del discurso. Leibniz establecié un eriterio para dar
un sentido a la idea de identidad entre individuos. E! expediente de Leibniz es
&ste: dos individuos son idémticos, en un universe del discurso dade, cuando los
dos tienen por igual fodas las propiedades que se consideran en ese universo del
discurso (“principio de identidad de los indiscernibles™.

Por ese cardcter ya “aplicado” de la constante ‘I, ésta no suele incluirse
en el lenguaje de la I6gica de predicados pura, sino en una ampliacion del mismo
a la gue es corriente lamar “gica de predicados (de primer orden} con identidad’,

Arfnorce arn CapiTuLo VI

B. Observaciones. -~a 34: no es del todo verdad que Aristoteles introdujera
simbolos para variables predicativas y simbolos para variables individuales.
Las entidades individuales no estin representadas en lz silogistica aristotélica,
excepto en ciertas demostraciones poco frecuentes (¢kthesis), Aristdteles simbo-
liza sélo predicados, como “drbol, “vegetal, ete.

a 37: la idea de nocidn primitiva es, naturalmente, relativa. La nocién de nd-
mero, por ejemplo, gue Peano toma como primitiva, aparece comoc definida en
el sistema de Russell {cfr. caps. IV y XV).

Seceién segunda. — CALCULOS LOGICOS EIE

TALES

Carptruro VIE

PRESENTACICN AXIOMATICA DEL CALTULO
DE PREDICADOS DE PREIMER ORDEN

49, Bl sistems axiomitics, — El sistema axiomdtice ss, desde los tiem-
pos de la geometria griega, ls forma tipica de presentarss el céleulo o len-
guaje formalizado, Lo caracteristico del sistema axiomético comeo realiza-
cién de la idea de céleulo consiste en disponer de un ¢ o de epuncia-
dos o férmulas que se admiten sin demosiracién y 2 partir de los cuales se
obtienen todas las demds sfrmacionss de la teoris, las cuales se Haman
‘teoremas’. Las formulas aceptadas sin demosiracidn se |
o ‘postulades’. Aqui usarcmmos la primera palabra.

El conjunto de los axiomas, nzas ta definicidm de enn
del sistema (definicidn gue precede al enunciado de los

o o frmula
Sy eﬁ. con-

{reglas de transformacidn) constituyen la base primifiva

El nombre de ‘reglas de trasformacién’ para las »! esté justi-
ficado porque las operaciones mediante las cuales se ok 1 teGTemas
a partj: de los axiomas consisten en trasformaciones de éstos, como sushw
tuciones de unas variables por otras, composicién de axiomas para formar
otras formulas, ste.

Suele distinguirse entre sistemas axiomdlicos formalizadss y no-forma-
lizados. La diferencia principal entre unos y ofros consisie en que los for-
malizados, que son los gue realizan claramonte la 1(%@@ ﬁe
sentan explicitaments todas las reglas de trasformanits
afras no lo hacen. En un sistema sxiométice forma ; stlo & tales
sisternas nos referiremos — el conjunto de los axiomas y o de las reglas
de trasformacién son ambos eEect‘;‘«ss, aunque en un sentido un tanto laxe de
esta palabrs.

Como es natural, las reglas de trasformacidn (Igusl que las de forma-

A
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cién de formulas ¢ enunciados) son metalingiiisticas respecte de Jas formulas
del sistema, puesto que son afirmaciones acerca de lo que puede hacerse
con formulas del sistema. También un enunciado que diga gue tal o cual
formula es un axioma serd metalingiiistico respecto del lenguaje al que
pertenezca dicho axioma.

Por dltimo, del mismo modo que los teoremas se obtienen de los axio-
mas, ast también las nociones (los predicados) no-primitivos, no contenidos
en los axiomas, se obticnen en el sistema a partir de las noclones primi-
tivas, contenidas en los axiomas. (Lo mismo vale de constantes individuales,
cuando éstas son necesarias.) El modo de hacerlo se especifica mediante
reglas de definicién,

41. Nociones de demostracién o derivacién, v de teorema. — Como
el sistema axiomdtico se constituye, segtin el ideal del lenguaje “bien hecho”,
para establecer con precisién la fundamentacién de los teoremas de upa
teorfa en sus axiomas, la nocién de derivacién o demostracién, que es la
nocign del modo formal de fundamentar, tiene una gran importancia en
el estudio de los sistemas axiomaticos.

Una demostracidn en un sistema axiomatico ¢s uma sucesién de férmulas,
cada una de las cuales estd fundamentada, o que quiere decir que cada
una de ellas es: o bien un axioma, 0 bien una férmula ohtenida inmediata-
mente de un axioma por la aplicacién de una regla de transformacién, o hien
una férmula obtenida de otra u otras de los dos géneros anteriores mediante
una aplicacion de las reglas de trasformacion.

Un teorema es, en sentido estricto, una férmula de cualquiera de las
dos clases tltimamente citadas. Y, en sentido amplio, es cualquier férmula
fundamentada del sistema. En este sentido amplio, también los axiomas
son teoremas. (La decisidn por la cual se ponen tales o cuales axiomas se
considera fundamentacion de éstos. Es una manera de decir que los axiomas
no tienen fundamento en el sistema.)

La anterior nocién de demsstracién es efectiva. Dada una sucesidn
cualquiera de férmulas de un caleulo, es posible indicar de cada una de
ellas si es un axioma o 1o lo es (comparéndola con I lista de los axiomas);
¥, caso de no serlo, es posible decidir de la férmula en cuestitn si ha sido
o no obtenida a partir de alguna o algunas de las anteriores mediante
la aplicacién de alguna o algunas de las reglas de trasformacidn, de cuya
lista también se dispone.

En cambio, la nocién de teorema no es, en general, efectiva: dada una
férmula de un cilculo, no siempre es posible averiguar si se fundamenta

© no en los axiomas mediante las reglas de trasformacién. Es posible que-

5o demos con la demostracién que la fundamenta, aunque en realidad
tenga demostracidn. Y es posible que, no teniendo la formula demostracién,
no resulte tampoco demostrable su negacién. Exigir que la clase de los
teoremas de una teorfa sea efectiva, es lo mismo que exigir que la teorfa
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sea decidible (cfr. 18), pues equivale a pedir que exista un procedimion-
to efectivamente utilizable (o sea, que uo requiera infinitos pasos) para
establecer si una {érmula cualquiera es valida ¢ no en &l sistema. Mas ne
todos los cileulos son decidibles.

Las cuestiones de la consistencia, la completud 3 droidibi
un ealeulo se plantean primariamente a propésite de los sistomos axiomd-
ticos. Asi, un sistema axiomatico es consistente cuando con sus raglas de
trasformacion es imposible demostrar a partir de sus axiomas un foorema
v su megacion. Un sistema axiomatico es completo cuando sus axiomas y
sus reglas de trasformacién bastan para demostrar como tcoremas todas
las verdades formales veferentes s sus noclones primitivas (y, consiguicn.
temente, también todas las verdades relativas a las nociones constituidas
por medio de las reglas de delinicidn).

Sl
5

La presentacién del cdleulo come sistema axicmitico fneilitn

¢ién de otra nocién de completud, ademds {(no en vez) de
un sistema es completo en este segundo sentido cuande al »f !
cualquier férmuls de su mismo lenguaje, pero que no sea domos o a ?amr
de ellos, el nuevo conjunto de fdrmulas asi oblenido permite de r una formu-
la ¥ su negacidn. Esta nocidn de completud es en clertas ¢ tanoias yods
fuerte que la otra.

iz introduc-

Ia ya conocida:

a sug ayinmas

Por Gitimo, un sistema axiomitico es decidible cuando para toda
de su lenguaie puede averiguarse, mediante un proced S
v en un numero fnito de pasos, si la férmula es un teorema del sistema
o ao lo es.

La presentacién del cileulo comeo sistema axiomdtico ;
emparentada con las de consistencia, completud v decidit
de la independenciz de los axiomas. Un axioma de un conjunto <
independiente de los demds cuando no es demostrable como teo
de ellos.

La independencia no es una propledad tan imporiante como la o
v parece responder més bien 2 un ideal de economia légica v clegane
vestigaciones sobre la independencia de axiomas han sido »
cundas en la historia de la clencia, y son siempre de interés para av
estructura de las teorias, sus supuestos realmente necesarios.

nnoa partir

in. Pero in-
ver muy fe-
izunr la

42, Axiomas y esguemas axismdticns, — A veces,
guajes formalizados y simbolizados, puede ser incdmode o
de axiomas usando las letras del cdleuls, como serls, per ofra
La incomodidad se debe a lo & :

axioma, por ejemplo, el “principic de identidad”,

oonjunto
to, mohural,

USAT £oMe

- P,
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puede ser frecuentemente necesaria, para las demsstraciones, con otras letias,
por ejemplo,

> 1.

El método axiomético no permite usar ‘p-—> p’ come si fuera r— . Por tanto,
si el axioma estd escrito con la letra “p’ v hay que usarlo con otras, es necesario
adoptar una rtegla de trasformacién que permita sustituir una letra de enun-
ciado por cualquier otra. A veces no interesa una regla asi, y entonces se recurre
a formular los axiomas en el metalenguaje, con variables sintdcticas, por ejemplo:

X— X,

Pero ‘X — X’ 1o es propiamente un axioma del cdleulo s, como en el ejemplo,
el lenguaje del cilculo en cuestién es el de Is logica de enunciados. Se dice en-
tonces que ‘X — X' ¢s un esquema axiomético, v la realidad es que en ese sis-
tema hay, en vez de un axioma ‘p —» ¢, una infinidad de axiomas: uno por cada
letra de enunciade. La operacién de escribir 'r— +, no es en efecto fruto de
una sustitucion de X" por v —pues ‘X’ no pertenece al lenguaje del sistema,
sino al metalenguaje —, sino lo que lamaremos una ‘instanciacién de X en el
sistema’. Como las reglas {de formacidn y de trasformacién} son siempre meta-
lingiiisticas, todas sus aplicaciones son instanciaciones.

Por este motive, al afirmar gue los conjuntos de los axiomas y de las reglas
tienen que ser efectivos, afiadimos que 2 veces lo son en un sentide laxo de csa
palabra: no siempre en el sentido de que sea posible ponerlos en una lista finita,
sino s&lo, en general, en ¢l sentido de que Hene que ser posible: 1.°) enumerar
unas expresiones (axiomas y reglas) que a veces serdn metalingiiisticas; 2.°) ave-
riguar de toda formacién u operacién dada en el lenguaje del caleulo si es 0 no es
una instanciacién de aguélias.

43. Modeles isomorfes. Monomerfisme y polimerfismo. — Segin una
terminologia que ya hemos introducido (cfr. 18), aunque no es de uso
universal, un modelo de una férmula (o de un conjunto de férmulas) es
una interpretacién que la (o lo) satisface o cumple, es decir que 1a (o Io)
hace verdadera (o0 verdaderc). La nocidn de modelo es aplicable a cual-
quier conjunto de axiomas, puesto que éstos son férmulas.

Becordaremos también que una interpretacién de una férmula o con-
junto de férmulas (cfr. 19) es un sistema univoco de atribuciones de enti-
dades ajenas al cdleulo de que se trate a las variables de una férmuls, de
un conjunte de férmulas o del caleulo en general. No todos los simbolos
de una formula son interpretables, sino sélo aquellos que se toman como
variables. Asi, por ejemplo, en una férmula como

Pr-—>Qa

no consideramos interpretable mas que %’; ‘=7 es una constante ldgica,
y las constantes logicas no se interpretan por referencia a significaciones
ajenas al célculo, sino qus se definen en el caleulo mismo, aunque, en ge-
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neral, lo qgue en el cdleulo se hace es precisar el uso de esas constantes,
mediante la definicién de “fdrmula’ v mediante las reglss ée trasforma-
cién. (Cfr. 44, mas abajo, sobre definicién 1mphmta) ‘@ es e constante

no-logica, empmca‘ no necesita miefpistacion quue siemTing
asi decirlo, interpretada, es el nombre de una signific acién. — Fn cuanto
a Py "¢, hemos visto que, en ¥gica de predicados de primer ortior
prapmmeme pardmetros (cgv 35). Esos pardmetros estdn fiados en cada caso
una vez determinada ¢l campo de individuos elegido para Ia inferpreta-
cidn de las dnicas variables auténticas, las individuales. Por selemypl
gido el campo de los individuos humanos, las letras prodicat (Ee una
Formula representan en general nombres de pgomevades gue pueden tens
individuos humanos. La interpretacién de las leiras p;edscazr“““ 00 o8 pues
necesaria. Pero, Doy el pur;ta de vista semazatica intuitiva qic
tado, hablaremos también de interpretacion de las letras m:s’ff—’::

.
ero si la

Esta no es la inica manera de definiy lo gue son interpretaciones,
que nos serd mas 0l en los siguienies sfemplos.

b

Cada interpretacién de una férmula asocia a ella un
curso, un campo o una clase de individuos, a la qgue nos reis
diante Ia maytscula griega £, con subindices, y una maw de p :
a la que nos referiremos me\ihmte iz mayvscuia gr 153; f f:‘ con sub-
indices. Por ejemplo: una mtcmzetamom Gy, ds ia o Pu—» 08
nuLde consistir en interpretar "z’ por zm deds indice derecho’, ‘P por
‘ser parte de mi mano é,e echa’, {} poi ‘ser parte de mi brazo derecho,
La m%exprctaczoq i estd definida sobre O y un I:

i

v by
he

£3; == mis dedos derechas;
I, = las propiedades ser parte de mi mano derecha v ser parte
de mi braro dersecho.

La interpretacién & os modelo de “Px —» Jx”.

Puede ser conveniente indicar para una interpretacién el £y el I sobre
Iog cuales estd defnida. Lo haremos con notaciones {metalingiiisti
ta siguiente:

&, IL).

Tras esto ﬁ}aremos ¢l significade de la expresidn ~
I3os modelos, & & $s, de una {drmula o conjunto de
isomorfos cuando entre sus respectivos campos de individs
puede establecerse una correlacidn biunivoca tal qtte, }35{}:: C_
jeto, a1, de {1, que mt@ri}ze*‘:e segin %y la variable "y de la{s) %
ocurre que el individuo by de &, que es el correlatado con a., int
segfin @, dicha variable " de X, v a la inversa. Yor ejemplo: iz imerpre-
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tacion o (D, 11}, que interprete ¥’ por mi dedo indice izquierdo’, P’
por ‘ser parte de mi mano izquierda’ y Q" por ‘ser parte de mi brazo iz-
guierde’, con

Qs = mis dedos izquierdos;
II; == las propiedades ser pavte de mi mano izquierda y ser parte
de mi mano derecha,

¥ que es también modelo de "Px — Qx', es ademdés isomorfa con §, (€, ;).
La isomorfia es aqui muy fécil de comprobar: a cada dedo de mi mano jz-
quierda corresponde biunivocamente un dedo de mi mano derecha. Y sus
nombres se compoztan como antes se dijo en la interpretacién de ‘Pz — Q.

Tl uso del posesive ‘mi” en el anterior ejemplo tiene como finalidad conse-
guir que las entidades que interpretan a "%’ sean “de verdad” individuos, cosa
que no serfan si se tratara de objetos come dedo indice izguierdo en general.

La nocién de isomortia serh estudiada més en general en el capitulo XV,

Se dice gue un conjunto de axiomas es monomérfico cuando todos sus
modelos son isomorfos. En otro caso se dice que € copjunto de axiomas
es polimorfico, (fista terminologia procede de R. Carnap. Pero la nocién de
interpretacion estd aqui dada muy poco detalladamente.)

Se observard que {{, T1,} puede fundar no s6lo la interpretacién §y, sino
también otras, (%, F,°°, ete. {,*%, por ejemplo, podria interpretar por mi
dedo anular derecho’. §; es pues miembro de una clase o sistema de interpre-
taciones. Lo mismo vale de (.

44. La idea de definicién Lmplicita. - Desde principios del siglo xmx
se han entendido frecuentemente los sistemas axiomaticos monomérficos
como una especie de definiciones disfrazadas de las nociones primitivas
que contienen. Istas nociones primitivas, que no son definidas explicita-
mente (puesto que se toman como iniciales), estarfan definidas de un modo
implicito por los axiomas. Segin esto, los cinco axiomas aritméticos de
Peano, por ejemplo, serfan una definicién implicita de la nocién de ni-
mero natural, del confunto de los ntmeros naturales (en el supuesto de que
dicho cenjunte de axiomas fuera monomérfico).

Esta idea tiene la siguiente justificacién: come tedos los modelos de wn
sisterna monomdrfico son isomorfos, las relaciones enire individuos del
campo de un modelo — digamos de los individuos de £, -— son las mismas
que las relaciones entre los individuos del campo de cualquier otro mo-
delo, G, Mas precisamente: las relaciones entre determinados individuos
de Qi a4, ..., g, son formalmente las mismas que median entre los n in-
dividuos de Qa, by, ..., b, correspondientes a 4, ..., &, de Q;. Esto gueda
claro porque los nombres de unos y otros ohjetos, tomados en el mismo
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orden, satisfacen los mismas férmulas del sistema, las mismas férmulas
axiomdticas por de pronte. Asi, oor sjemplo, si a;, ag, 2 de Oy se corres-

ponden respectivamente con by, 5., by de (U, entonces si vale
Pa; ~» Qag & Ra,,

vale también
PE}‘I_ ‘*"%Q;;:;_ A Rbgr

FEatonces puede pensarse que los individuos de £2; son, en ciortc sen-
tide & precisar, los mismos de £y v gue los de cualguier ofve modelo iso-
morfo con ellos — que son todos los modelos del sistema axiomético mono-
morfico. Todos esos objetos se comportan, en efecto, del o modo,
enitran en las mismas relaciones formales. De aguf nace la idea de que,
puesto que el sistema determina el comportamientc de cualgnier clase
de objetos que lo satisfaga, define a esos objetos de algin mode.

Pero la idea de definicion implicita tiene una importante | i
la nocibn de un objeto ¢ clase de objetos puede ser algo més gue el com-
portamiento de esos objetos respecto de cierigs relaciones I o gue
la aptitud de sus nombres para fgurar en cierfas £6r7 as relaciones
que eu ol sistema axiomatico deseriben el comportamien s objetos
son, en efecto, formales: en el sistermna no nos interesamos por tods la cua-
Hidad de la relacién, sino sélo por su estructura. Asi, en o anterior
efemplo (Px — O« con los modelos isomorfos &, T las
{1.°) ser parte de la mano izguierds y ser parte del braz

ferecha v ser parte del brazo £
;

‘
anion:

Ly

entre (2.°) ser parte de la mano der ,
identifican formalmente, sin atender més que a la relacién serparte-de-
parte. Dicho de ofre mods: aguella formula ‘Px—s Qx “defing impHeita-
mente” mis dedos s6lo en su comportamiento como pa de partes, e
ignora otras propiedades — otros comportamientos — de dicher dedos que
pueden ser interesantes desde ofras punioy de vista, con ofras abetracoiones
bisicas. En resolucién: lo que de verdad define implicits :
monomdrfico de axiomag es la abstraccidn bisica de sy {cfr. 12).
No cosas, ni comportamientos toiales de cosas, ni tampoce los conceptos
del lenguaje comin, sin duda mucho més vagos, pers tombién més rices,
Ast la idea de definicién implicita nos conduce a oo w la absbrac-
cién bdsica de una teoria, Jo que a ella importa tomar de los ohictoy del
conocimiento que se propone exponer de un modo exacto. Traténdese de
la teoria que aqui nos ocupa, la ldgica de predicados de p orden,
habrd que pedir de los axdomas de la misma que “definan
determinados simbolos, come los functores veritativas y los
como si atin no hubiframos hecho ninguna refle
damente, semdntica) sobre ellos. Tsto se hace sentando
maciones bisicas — los axiomas — v unas posibilidades d
glas de trasformacion — que contienen 2sos simbolos y
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o comportamiento, es decir, las relaciones en que pueden entrar entre ellos y
con otros sfmbolos.

Eixisten unos cuantos sistemas axiomaticos més o menos clésicos para la
légica de predicados de primer orden. El que se expone a continuacién
es el més utilizado. Se debe a D. Hitbert, P. Bernays y W. Ackermann (HB).

45, ¥ sistema axiomatice HE para la 16gica de predicados de primer
erden,

1. Axiomas:
Al: pyp—op
Az popvg

A pyg—egvp.

Ad: Ip—gqgl-[svp-—>svgl
AB: (x)Px — Py.

A8: Py -» HxPux.

IL. Reglas de trasformacién:

Bey: una variable de enunciado (letra de enunciado) puede sustituirse
en cualquier férmula por una fémmula, con las siguientes condi-
ciones:

@’ ¢ que la sustitieién se haga en todos los lugares en que
aparece la variable (letra) de enunciado sustituida;

a,” 1 que el resultado de la sustitucién sea una férmulay

=i”: que la formula sustituyente no contenga variables indi-
viduales libres que vayan a quedar ligadas en la férmula
resultante de la sustitucién,

Rug: una variable individual Ebre puede sustituirse por otra, con las si-
guientes condiciones:
que la sustitucidén se haga en todos los lugares en que
aparezea la variable individual sustituida;
que la variable sustituyente no quede ligada en la {énmu-
la resultante de la sustitucidn.

Rug: una variable (letra) predicativa n-ddica puede sustituirse por una
fhrmula predicativa cualquiera, aunque no sea atdmica, con tal de
que la sustituyente tenga al menos n variables libres. ¥ ello con
las siguientes condiciones:

que el resultado sea una férmula;
ay”: que en la férmula resultante no aparezcan nuevas liga-

CALCULC DE PREDICADOS DE PRIMER OUDIEN 111

RB: si han sido ya demostradas dos Hrmalas, X Y y X, puede es-
cribirse como demostrada ¥. Visuzlizaramos esta regla con ol di-
bujo esgucmético:

X—¥
X

Y

Esta regla suele llamarse “de separacién’, o ‘modus ponends posgns,

Rys: sivale ya una fémmula X~ Y, tal que % estd Hbre
presenta en X, puede escribirse como vélida la 7

X—=7Y con: vy % estd likve en ¥
Ko {2} v %" no se da en X.

Ryt si vale ya una férmula ¥ -» X, tal que ‘% estd |
presenta en X, entonces puede escribirse como 3

He¥ — X
¥Y—=X con: v’ : % estd libre en 7
HzxY —» X v %" no se da en X

R#: una variable individual ligada puede sustituirse por ¢
con fas sipuientes cmdwmms

8 que la sustitucidn serealice en el operando y en el operador
que afectaba 2 la variable sustituida;
8”: que el resultado de la sustitucién sea una form

1. Regla de definicidn: Las férmulas representadas por los miombres
fzquierdo y derecho de cada una de las definiciones ez, {D1-{D3),
pueden sustituirse Ia una por Ia otra en el interior de o Fhrmula:

(oD HAY 3 e [ Kp e ¥
{12} T Vg X ¥
(D3 e ¥V ey [X -2 ¥1a[¥ X7

He aqui algunos efemplos de Io que permiten las veglas Bo-— A3,

Regla Rey. Dada una férmula, por ejemplo,
(L paG =P,

Ra; permite hacer la siguiente sustitucién de °p’ por ‘v — ¢ (anctaremos
por mera comodidad: “p/p— ¢

(1a) [p->rlag—>[p—=ri

B o rUTRARHECTANY b T A T ASTes
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y también, por ejemplo, el pase de (1) a
{1b) SAT >3,

cen p/s y q/r;
y el paso de (1) a

{ic) {2}Px a dxBx — (x)Px,

con p/{x)Px, q/HxHx.
En cambio, R« no permite el paso de (1) a

(Id) (x3Px a HxRx > p,

el cual no respeta la condicién o’

Regla Rue. Dada, por ejemplo, la férmula

@) ()[Px 4 [Qy v By]] — (x)Sx,

es correcto por Ra el paso a

(2a) (x)[Px a [Qzv Rz]] - {x)5x,

con y/z,

perc no estd autorizado el paso de (2) a

{2h) (x)[Px a [Qzv Ryl] - (x)5x%,

que valnera la condicidn @, ni tampoco el paso de (2) 2
(2c) (x)[Px a [Qx v Rx]] - {x)Sx,

que no cumple la condicion o
La regla Ray permite, por ejemplo, el paso de

3) {3 (x}xy - Pyy v Pax

a
(3a) (W) [Qxy a Rey] — [Quy a Riyl v [Qxx a Rex],
con Pxy/Quoa Riv, o Fo/[Qaa Rels.

En el uso de esta regla se empieza por establecer una correspondencia
entre las variables individuales de la férmula sustituyente y las que siguen
a la letra predicativa que se quiere sustituir por aguélla. En el ejemplo, se
ha establecido la correspondencia

% ox,

v
Al sustituir la letra predicativa por la férmula, se usan las variables indivi-
viduales de la férmula inicial

CALCULO DE PREDICADOS DE PRIMFR ORDEN 113

La regle Ry autoriza, por efemplo, el siguiente paso de

() )Py — Qx

a

(5} {y 3Py —» {23 s,
Pero no autoriza el paso de
(6) (yPyx — Pox

a

(7) {yyPyx — (x}Pox,

que ne cumple la condicién v,”.

El motivo de esta prohibicién — o sea, de la prevencion vy, — puede
verse mediante una interpretacion que sea modelo de {8} Bea, por elem-
plo, ¥, con

£1: los nfimeros naturales;
1L, las relaciones diddicas entre ndmeros naburales;
o>,

Con esa interpretacién (8) significa:

Sa si todo nimerc natural es mavor cue x, entonces el nimero
i s
natural © es mayor gue %

Mienfras que, para la misma interpretacidn, {7) significa:
7 A AY

{Ta si todo ntimero natural es mayor que %, entonces el nimero nafu-
ral © es mayor que fode ndmero natural

La regle Fv, se llams a veces regla de generslizacion posterk

La regla Ry, permite pasos como el de

{8) Px - (y3Qy

a

(9) Halx — (1) Q0y;

perc no autoriza un pasc como el de
{14 Pr—s Qyx

a

(1D HxPx — Qyx,

el cual no cumple la condicidn v.”. El motive de esia probibicién puede
hacerse intuitivo mediante una interpretacién, sobre un & de obictos cua-

lesquiera, para la cual (10) signifigue

(10a) six es un cenfro, ¥ es el circulp cuyo centro es %
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Con esa misma interpretacién, (11) cobra otxo significado cuyo valor verita-
tivo no serd siempre el mismo (no serd formalmente el misme) que el
de (10a):

(11a) si hay un centre, y es el circulo cuyo centro es .

La regla Ry se llama a veces ‘regla de particularizacidn anterior’,

El sentido de las reglas By; y Rys puede resumirse intuitivamente asl:
st una férmula Gue no contiene ung determinada variable, *%, es antecedente
condicional de otra que la tiene libre, entonces es que el eondicional no
depende de ningin valor particular de ", v, por tanto, la formula condi-
cionada (consecuente) Io ests para todo valor de *’ {Regla Ry:). Cuando
una férmula que contiene libre una determinada variable 2" es condicidn
de otra férmula que no la contiene, entonces s que para que valgs el
condicional basta con que el antecedente (la condicién) sea valido para
algtin valor de % (regla Ry).

Por dltime, la regla RS permite pasos como el de
(12} (x}HyPry,
por sustitucion y/z, a

{12} {(x}dzPxz;

perc no a
(13) (x)HyPrz,
nia

(14} {x}HzPxy,

los cuales no cumplen la condicién &,
Interpretando ‘P por I, la relacién de identidad, {12} y (12a) significan
ambas

(12h) toda cosa es idéntica con alguna cosa (a saber, consigo misma),
mientras que (13) significa

{13a) toda cosa es idéntica con z,

y (14) significa

{14a) toda cosa es idéntica con .

48. La demostracién en el sistema axiomético. — El establecimiento
de un teorema en wna teorfa axiomatizada es, en prineiple, una conshtuc-
cién mecdnica de la formula correspondiente mediante Ia aplicacidn de las
reglas. Por eso suele evitarse para nombrar ese proceso la palabra “demos-
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tracion’, sustituyéndola por ‘derivacién’. “‘Demostracitn asi reser-

nes psicnld.
nero, la pala-
la demostra-
sentativo
. Por esg

vada a operaciones més complefas, v censervaria sus
gicas. Pero aqui no vamos a utilizar esa terminologia, v
bra ‘derivacién’ es ya de uso fijo en mateméticss, v, sc
cion en el caleulo o teorfa axiomatizada es el esquems |
de la operacién metédica Hamada “demostracidn’ o
no parece inadecuado usarfa en ambos casos,

La palabra que, en cambio, deberfa excluirse al h
‘prueba’, pues este término se aplica en castellano prop
mentacién de un enunciade por via empirica, no formal.

n la exposicién de un sistema formal suele darse, iras el conjunto de
axiomas y las reglas de transformacién, la demostracidn sisterniting de teore-
mas y reglas auxiliares. EI trabajo real ne procede siempre ast, Lo corriente
es, a la inversa, que uno se encuentre con una fGrmula, que supone valida
por alguna razén (por ejemplo, por haberla tomado de wna teoria sin
formalizar, pero sélidamente establecida v probablemente § zable con
los axiomas de que se dispens; o por experiencia, ete), v gue tenga que
censtruir su demostracién en el sistema.

Veremas & continuacién, a thuls de efemplo, un modo de proceder para
conseguir una demostracidn de la formula (15), inspivada en lo que en
légica tradicional se llamaba “silogismo en Barbara':

ar de cdloulos es
it a la funda-

{15) @ [Pr - Oz > [[Bx - Pxl— [Hx - 02111

LR

La suposicién de que esa férmula debe ser teorema de la logica de pre-
dicados de primer orden nos viene de Ja tradicién silogfstica.

La dificultad principal de su demostracién consiste an gue (15; tiene una
generalizacién no posterior, sino que afecta a toda ella. §i, dejando para
después ese problema, atendemos sblo al operando de (1E), podomos obtener
una rapida demostracidn del mismo notands su parecide con el axioma A4,
Partiendo de éste, empezamos la demostracién, numerande las Uneas {L)
para poder aludiv a ellas:

Ll [p—gl—lsvp—svg] Ad,
Le. [p->g]-» [~typ— tvg] Bay o s/ ty LI
L. Ip—ql—=[lt-spl— 2= g]] (Dg): 12

14, [Px— Qx] — [[Rx— Pa] = [Bx — Ozl Hay : p/Px; q/0x,
i/ Hx; 13

Con esto tenemos en la lines 1.4 ¢l operanda de (15) como teorema.
Falta resolver el problema de su cuantificacidn. No podemos gener
sin mas, pues las reglas del cdleule (Boys) sblo nos permiten goncralfizar ol
consecuente de un condicional, y atn eso 2 condicién de ave el antece-
dente no contenga la variable que deseamos generalizar, Parg poder segair
adelante, o que necesitamos es poder afirmar como tecrema

una formuls
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condicional, cuyo antecedente carezea de ¥’ y cuyo consecuente sea nues-
tro teorema 14,

El problema podria resolverse si hubiera alguna regla que permitiera
pasar de una férmula cualquiera ya demostrada, X, a un condicional,
Y-> X, cuyo antecedente fuera una férmula cualquicra — de acuerde con
el principio que tradicionalmente se enunciaba diciendo: Jo verdadero se
sigue de cualquier cosa’—, De existir esa regla, en la linea L5 de nuestra
demostracién podriamos escribir un condicional con nuestro teorema L4
como consecuente; y luego, en la linea 16, podriamos generalizarlo por
By, Por eso, antes de seguir con la demostracién de (15), vamos a hacernos
con una regla que 1nos permita dicha operacién, es decir, pasar de una
formula X, ya demostrada, va teorema, a una férmula ¥ — X, con ¥ cual-
quiera. Las reglas asi demostradas, mediante reflexiones metalégicas, des-
pués de las de la base primitiva, se llaman ‘reglas auxiliares’. Llamaremos
a ésta que buscamos ‘RAvys’. He aqui su demostracion, que gs propiamente
una justificacién metalingiifstica de operaciones a realizar en el lenguaje
objeto:

Ta. X teorema ya demostrade, tomado como premisa.
Ih, X—->XvW nombre metalingitistico del axioma AS.

Lo, Xy W-o WX nombre metalingisistice del axioma A3.

Id XvW RE aplicada a La v Lb,

Le. WvX BB aplicada a Le v Ld.

L. ~¥YvX Rey : W/ Y, Le.

g, Y—=X {D2y; LL

Esa argumentacién metalingitistica nos justifica 1a nueva regla BAvyy:
X
Y- X

(8¢ observard que, mientras para los lugares de variable hemos usado nom-
bres metalingiisticos de las mismas — variables sinticticas— en cambio
hemos escrito los functores, y no nombres metalingiiisticos de ellos. Nos
atendremos siempre a esta préctica intuitiva.)

Aplicando RAx, para formar la Hinea L3 de nuestra demostracién de (15),
podemos tomar el teorema L4 como consecuente de un condicional cuyo
antecedente sea una férmula cualquiera. Buscaremos como antecedente
una f6rmula que no contenga “x’, con objeto de poder luego generalizar por
Ry, el consecuente (L4},

Pero con esto no queda del todo decidida la eleccidn del antecedente de
nuestra futura linea L5, Estd claro que no debe fener para poder
aplicarle Ryy. Pero el resultado no serd atn (15), sino (15) como consecuente
de una fdrmula que habré que eliminar, para tener sélo (15). La situacién
serd como sigue: tendremos a 14 generalizado como consecuente de una
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férmula ¢, gque adn hemos de slegir:
s~ (x3[[Px — Ox] — [[Rx > Px] — [Re—> Qxlll,
y de ella queremos obtener el consecuente sGlo, Esto no p hacerse

mas que aplicando BB, Pero, para poder aplicar R, 's tiene que poder ser
afirmada, tHene que ser a su vez un teorema o un axioma. Lo méas comodo
serd que tomemos un axioma para el lugar de Y en el esquems de Réys.
(Bl lugar de X en diche esquema lo ocupa {15).} Decidide csto, sigames
con la demosiracidn de (15)

L [pyp—pl—={Pr— Ox] = [[Ra~s Px] - [Hx— Ox]]]
RAvys aplicards a la Hnea L4,
L8 [pvp->pl-—>@{Pr—Qx]—[[Rx— Px] - [Rx—> Oxl]]
H’:{l,‘f Lsc
LY. pyp—yp Al
Rg, aplicada a L8, L7.

ez hemos segui-
Hiicn, de bézqueda

las necesarias

En la presentacién de un sistema axiomdtico, of cami
do en la demostracién de (18), que o5 un camino on
— “hacia arriba”, por asi decirlo-—de las formulas vy o
para la demostracidn, se sustituye por un camino sin
desde Ia base primitiva del sistema hasta el teorema. En ol ¢
efemplo, se babria empezado por establecer RAvys, v lungo se habnfe
Hado la demostracidn de {15

Pero también en el frabajo prictico, v no sélo en el de ;
fecundo poder procsder constructivaments, ¢ “hacia abain™: por efemplo,
para averiguar consecuencias de un conjunto de ffrmulns o enunclados
cualesquiera. Este proceder consiructivo, sintético, es precisaments lo que
da al métedo algoritmice (v al axziomdtico como método algoritmico) un
rasge experimental del cual carecié la Mgica clésiea.

Ese rasgo sintétice v como experimental es el et

ritmico, v estd presente incluso cuando se proc

al métedn algo-
, < chas veces
en la prictica, de un medo analftico, Por efemplo: al busoar una demos-
tracién de (15) procedimos primero sintéticamente, “hooiz abain”, conse
truyendo el operando de {15). (A eso habia precedido un clemontal momento
“hacie arriba”, bisqueda del axioma mds emp o econ la férmula))
Luego buscamos de nuevo analfticamente cdmo d ser nna pleza que
atn nos faltaba para la demostracién. Y al descubrir cfmao debla ser esa
pieza, la sintetizamos a partiv de la base primitiva del : Por dttme,
utilizamos las dos plezas sintetizadas, la regla avxiliar v el ¢ ndo de (15,
para construlr (I8) mismo,




118 EL SISTEMA DE LA LOGICA ELEMENTAL

Areamics an Carirone VID

B. Obserracidn, —a 24: €l sistema axiomatico HB se ofrece en esta presen-
tacibn en los Grundziige der theoretischen Logik, de Hilbert y W, Ackermann,
sobre todo en las ediciones segunda (1937} v tercera (1949), debidas 2 Ackermann.
Pero en la 4.% edicidn (que es la traducida al castellanc), Ackermann lo ha alte-
rado sustancialmente. (Cfr, D, Hilbert v W. Ackermann, Elementos de légica
tedrica, trad. de V. Sdnchez de Zavala, Madrid, 1962.)

i
i
H

Carirono VI

LA DEDUCCION A PARTIR DE PREMIBAS

47. Las tres concepeioncs de la argumentacién formal
teles llamd ‘analiticos’ a sus principales escritos de 14gi
logica tradicional se calificabs 2 sf misma de “discipl
quiere decir lo mismo gue ‘analitice’. Estos adjetivos suponen una concep-
cidn de la argumentacidn formal como una operacidn pov la cusl, dada
una fdrmula o dado un enunciado, se busca cudles son log
Fundamentos de la misma ¢ del misme. Hemos visio gue un Iz
es siempre presupuesto de cualquier ofra actividad en gica formel Pero
también hemos considerado va ofro tipo de operacion logica, gue se presenta
caracteristicamnente en el método axiomatico.

La comprensién de la légica formal como una teorla del sistema de las
verdades formales — concepcidn que se realiza en la p tacidn axiomdé-
tica — se basa, en efecto, en un punto de vista co o al analitico
o resolutorio, aunque comp}emenmrio del misme, a s en un punto
de vista sintético, o constructive. La presentacidn del s mnéfics no
consiste en analizar las formas parz aislar sus elsmentos v fundamentos,
sino en componer o sintetizar, & partir de unos fundamentns dados (el léxico
del sistema y sus axiomas) y mediante transformaciones determinadas, nueves
férmulas o nuevos enunciades (teoremas). Este cardeter sintétics de la argu-
mentacién da a la lgica, como se indicd, uoas ciortas po dudes de
experimentacion.

Fero ya en la construccidn de las clencias positivas come teorfas, incluso
como teorfas axfomdticas, la situacidn se complica. Es clarc que un conjunto
de férmulas axiométicas de la iégica no basta para deducir de ¢ las verda-
des de toda ciencia positiva, Incluso en el caso de que basten las relaciones
l6gicas contenidas en aguellos axiomas, habré que afiadiv a fstos las nocio-
nes bisicas de la teoria positiva gue se esté estudiando, Perc lo normal es
que este no sea aan suficiente, y que haya que afadir algunas relaciones
nuevas, de tipo no-ldgico, acaso empirico. Por ejemplo: en el conjunto

% tos aviomas

HH

0s
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que son los de la ldgica, y luego cinco que intreducen nuevas relaciones y
propiedades, como ser-el-siguiente-de-, ser-un-némero, ser-propiedad-de-
un nimero, ser-idéatico-con-. Las cinco afrmaciones espectficas de la arit-
mética se afiaden al conjunto de los axiomas de la lbgica, para obtener del
conjunto axiomatico asi formade las verdades de Ia aritmética.

Mas también los axiomas o proposiciones primitivas de cualquier otra
teorfa pueden afiadirse de ese modo a los axiomas de la 1égica. En cada
aplicacién concreta, éstos tienen, consiguientemente, una significacién n
otra, porque los axiomas afiadidos, entendidos como “definiciones implicitas”,
delimitan los campos individuales y predicativos para los que se afirma su
validez. Pero entonces el nuevo sistema axiomitico se compondrd ya de
afirmaciones sobre determinadas realidades, y no de férmulas sobre cual-
(uier campo individual, como se entiende que son las afirmaciones de la
légica (puesto que las verdades ldgicas son las férmulas validas para cuak
quier interpretacién posible). Los enunciados materiales afiadidos como
axiomas a los axiomas légicos pueden ser, desde el punto de vista de la
teorfa del comocimiento, meras hipétesis, no verdades universalmente
vilidas,

Pues bien: una deduccién que parte de enunciados de esa naturaleza,
que pueden siempre volver a discutirse y de hecho se discuten frecuente-
mente, es una deduccidn a partiv de supuestos materiales, o premisas, Se
trata de un fipo de deduccién muy frecuente en la ciencia.

Ese tipo de deduccién atn puede recogerse de un modo natural, come
acabamos de ver con el ejemplo del sistema de Peano, en la concepcién
axiomética, mediante ¢} afiadido de axiomas materiales a los formales. Pero
el tipo de deduccién mas corriente en la vida cotidiana y en la practica de
Ia ciencia es todavia un poco distinto. En las decisiones que solemos tomar
cotidianamente van implicitas deducciones a partir de premisas que son ex-
clusivamente materiales, de hecho, y s6lo ttiles para cada caso particular;
en esas deducciones la 1égica aparece sélo en forma de reglas de inferencia,
no de axiomas. 1.a estructura de este género de argumeniacién, estudiada
por Jaskowski y, sobre todo, G. Gentzen (1909-1945) y W. V. Q. Quine, se
llama, con terminologia de Quine, ‘deduccién natural.

48. Los problemas de la deduccién nafural -—— Estudiar la estructura
de la deduccitn natural consisto en construirla como algoritme légico, pre-
viamente a cualquier aplicacién. Ahova bien: la deduccidn natural es una
deduccitn a partir de premisas de hecho, que no tienen por qué ser univer-
saimente vélidas, y que son, ademas, cambiantes, distintas para cada caso.
Esto plantea dos problemas cuando se quiere construir la lbgica elemental
como un sistemna de deduccién patural.

Primer problema: yeémo se pueden conseguir teoremas 1dgicos, verdades
universaimente vélidas, partiendo de premisas que no lo son?

Segundo problema: gcbmo puede realizar la deduccién natural la idea

A A€ i e e
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de caleulo ¢ algoritme, si carece de un elemenio de Tog oflenias, a saber,
el conjunto de formulas primitivas, o axjomas?

El primer problema se resuelve cuando se consigue lo i
cion que consiste en eliminar las premisas de las que se ha partido. 5i eso
se consigue, enfonces se tendrd férmulas sin premisas, es de
cualquier caso. He aqui un ejemplo: supongamos gue part
premisa ‘p’ se ha demostrado ‘g7

L1 {p) q- o
51 luego se consigue demostrar también “g” partiendo de la premisa "o p's

L& (~p) g,
entonces se tiene una situacién en la cual *¢” vale tanto sl vale "p cvants
si no vale P (es decir, st vale "~ ¢}, De acuerdo con ¢l pringipin del tercio
excluso, esta situacidn sutoriza a alirmar 'g sin ninguma pramiss, esto
es, a eliminar las premisas de “g’:
L3 () q.

¥l segundo problema se resuelve tomando como reglas de frasformacion
{de trasformacién de premisas cualesquiera) las relaciones oxpucsias como
férmulas primitivas en los sisternas axiométicos. Asi, por
de convertir el sistema axiomético HB en un sistema de
serfa prescindir de los axiomas (situados a la {zguierda en la t2bla sigulente)
v tomar en su lugar las reglas de trasformacién adecnadas [ indicadns a la
derecha). (En la notacién metalingiifstica usada para las
sién como X< [a/y]Y debe entenderse asl: “X es la &
de Y al sustituir en ¥ la variable ‘¢, en todos los lugares en que aparece,

5,

por la variable %"

fed

T4ABLA DE ILUSTRACION DEL EJEMFLO

Al pyp—op Rl Xw X
X
A2, p->pvg HE X
X7
A3, pyvg—gvyp B3 Xv¥
A4 [p—gl->lsvp—=sval R4 Xy
Wy X Wy ¥
AB, (x3Px - Py RS (X
Y, eon Yerly/zl X

AB. P_f)’ ~» HaPx ! R& N

l HeX, con Yo [y/z] X
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Como reglas R7, RS, etc., figurarian en el conjunto de reglas de ese sis-
tema de deduccibu natural las demés reglas, Rey, etc., del sistema axiomé-
tico, o aquellas que adn hicieran falta. Pues esta transposicién de sistema
axiomatico a cilenlo de deduccién natural serfa muy poco econdmica, du-
plicarfa reglas; solo nos vale aqui a titulo de ejemplo. Pero para comple-
tarlo en esta condicién de mera ilustracién, puede verse que el axioma A2,
por efemplo, da de sf en el sistema axiomético (con la ayuda de la regla
B del mismo) lo que da R2 en el calenlo de deduccidn natural. Exn el sis-
lema axiomdatico, lo Anico que puede hacerse con A2 es pasar, en una de-
mostracién, de una lnea

Ln p->pvy AZ
a una linea

Ln--2 pvq,

siempre que se cuente con una linea
In+1 7

gue permita la aplicacidn de la regla BB del sistema axiomético HB. Esio
mismo puede conseguirse con la regla B2 del ejemplo de deduccién natu-
ral. Segin ella, si en una linea se Hene

Lm 2
puede ya escribirse en la linea siguiente

Lm -1 pYyg.

49, T.2s nocicnes de demosiracién y tecrema en el cilculo de la de-
duccién natural. — Las nociones de demostracién y teorema se definieron
(cfr. 41} haciendo intervenir la nocién de axioma, Como el cileulo de la
deduccién natural es um céleulo sin axiomas, esas nociones deben formu-
larse de nuevo para él, del modo siguiente:

Una demostracién en el cdleulo de la deduceién natural es una suce-
sién de formulas, cada una de las cuales es una premisa o procede de una
o varias premisas mediante un nlimero finito de aplicaciones de las reglas
del caleulo,

Un teorema del cileulo de la deduccién natural es una férmmula que
aparece sin premisas en una demostracién (porque Ias premisas han sido
eliminadas).

Il ejemplo L1-L3 de 48 es una demosiracién (adn vagamente, con re-
glas no formuladas explicitamente), y la férmula L3 de ese mismo 48 se
presenta como un teorema. Fu cambio, ‘py ¢  de la linea L - 1 de 48
no se presenta como un teorema sino porque no hemos indicado las pre-
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misas por las cuales habfamos aceptado “p’ en la Hnea Lm. Supongamos
gue ‘p valia en esa lnea bajo la premisa v, Eotorces woa indicaciin
correcta deberfa registrar ese hecho, escribiendo, por ejemplo:

Lm () 2,

lo cual puede leerse: ‘bajo la premisa ‘¢, vale P’ — De L la regla R2
permite pasar a la linea

Im-1{) pva,

pero también bajo la condicién de que valga la p an sstrandola”
0, como diremoes, ‘bajo ' "p ¥ ¢’ no es pues un teorema en la linea L - 1

Esta indicacién de las premisas de que depende el resultado de la aph:
cacién de una regla es imprescindible. Pues una promisa no tiens por que
tomarse, al modo de los axiomas, como vélida. Por tanto, lo que se obtenga
de ella mediante la aplicacién de las reglas del cdlevlo no sord valido en
general, sino sélo vélido bajo aquella premisa, segén las reglas del céiculro.

fista es la primera de las caracterfsticas del cilevlo de la deﬂzzc'cion
natural comparado con el sistema axiomdtico. A comtinuacion estudinre-
mos sus demés peculiaridades.

+1o de la dedune-
o5 de primer
con las cons-
pe v los cuap-
s con cada una
£l ejemnplo de

r 7, Estd claro,

50, Los dos génerss de opevaciones basicas del «
cién natural. — Como algoritmo de la logica de v
orden, el célculo de la deduccidn natural tiene que ©
tantes ldgicas de ese lenguaje, que son los functores ve
tificadores. Las dos operaciones basicas que pueden b
de ellas son introducirla y eliminarla en o de las frm
las Hneas Lin-Lin -+ 1 a5 un case de introduccidn del §
en cambio, que de

Tz rvyg
no debe ser licito pasar a
Ir4-1 z,

puss ‘pv g puede valer con sélo que valga g, aunque “p’ sea falsn. Hechos

; ; : I - )
como éste tienen que tomarse en consideracién al estab] las regles del
calcule.

(Y v la eliminacién de "H.

La introduccidén de { Y. - No es correcto afirmer cue bajo la premisa
Ls Puy

vale la férmula
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Ls--1{s;  (x)Pay,
pues bajo la premisa
4 es menor que y,

que puede ser un modelo de la férmula Ls, no vale la interpretacién corres-
pondiente de la férmula Ls - 1:

toda cosa es menor que .

Si a pesar de eso ese paso es en algdn caso licito, ello serd porque ‘o
tenga la peculiar condicién de haber sido tomada en Ls sin ninguna res-
triccion, de tal modo que lo que vale para ella respecto de " valga tame.
bién para todas las cosas. Este paso, por tanto, sélo serd Heito si ‘w se
mantiene paxa siempre asi en el resto de la demostracién: como la espe-
cial variable que, por estar con Y en la relacién P, hace que toda cosa
esté con ‘Y en la relacién P. Para recordarie, procederemos a anotar la
variable “u’ en pasos de este género, con objeto de no someterla ya nuncs
{en la misma demostracién) a operaciones que puedan alterar ése su es-
pecial papel, al ponetla en alguna otra relacién especial. Pero lo que hay
que recordar no es sélo que "w’ es muy especial, sino, ademds, gue su uni-
versalidad se refiere precisamente a una relacién con ‘i, El uso de % con
esa universalidad depende de “¢. Tal vez en relacién con oira cosa no
fuera ‘u’ universal de ese modo. Dicho de otra manera: la generalizacién
de ‘o’ depende de "y, o, en general, de las demés variables libres de In
férmula generalizada,

Segim esta reflexidn, anotaremos el paso anterior del modo siguiente:

Is Puy
u [yl Ls 4+ 1 {x3Pxy.

También se desprende de la consideracién anterior que una variable no
puede ser anotada dos veces en una misma demostracién, pues la segunda
anotacién harfa ambigua la razén por la cual se ha generalizado la varia-

ble. Anotada ésta una vez, su significacion estd fijada. Anotarla ofra vez
seria cambiarle la significacién,

Por anflogas razones debe prohibirse el anotar una variable % en de-
pendencia de otra, ‘i,

x [yl
v luego, en la misma demostracién, ‘Y’ en dependencia de ‘%,
y [«l.

pues eso anularfa toda dependencia, v destruirfa asi la significacion fijada
para °x, al mismo tiempo que impediria fijar la de Y.

-
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La eliminacién de ‘% plantea un problema parvecido. En efccto, de la
linea
Lt HaPau,
no debe poderse pasar sin mds precauciones a la lnea
L+ 1 {y Py,
pues del enunciado

hay algin astro que es satélite de la Tierra,

gue puede ser un modelo de la férmula 14, no puede J
Marte es satélite de la Tierrs,

enunciado que puede obtenerse con Eg misma interpretacidn (sobre un
{2 =los astros) aplicada a la férmula Lt - L ‘ .

Si el paso es vélido, es que la 'y de Lt -1 ‘iie?e zina €3 aqu':;znga
muy especial: se toma, en efecto, como %**om%re del ﬁ;_,;a '\ifies s;ztia ,gl.ie* &
la Tierra, el algo que estd en la relacién ' con el obj nombrado .

Comoe en el caso de la introduccion de "{ ), habrs, pues, que a‘no‘rar ia
variable asi especificada ¢ fjada, ¥ someteﬂa a ?tas ; . hiciones @e
doble anotacién y de snotacién en dependencia . El paso se in-
dicard asi:

It HxPaw
gy Lebl@ Py

: = s 2 L4

Las situaciones de los pasos de introduccidn de (3 ¥ de ehm‘macz:m
de " son corvientes en matematicas. La primera se ela, Qoz'.“‘;}ampm,
cuando, después de haber &emestradzi un detmr{xr’fonl"‘;:zzs g}a}:;l
una variable cnalguiera, sin poner a esta xmzz‘gz'ma rest n, 23 ?Arm )
que el enunciade es valido para cualquier iﬁdl::s"’ deﬁ. campo de E V?"
riable. (¥lsta comparacién s de H. Hermes.) — Tambien }‘?‘ situacidn de la
liminacién de "% es frecuente. En las siguientes 5 }gazf%ms dfa
una argumentacién de geometria se da, por ejerplo, ese -i_m:; g‘ia i:onsz..
guiente anotacién o facién de Ty “Se.a. ol :iﬁémguia ABCL Ba <..ms,1 que
hay un punto en el cual se cortan las bisectrices, 2, o, % d_e sus fa‘es. fngu-
] -emisa: dxPat B3¢ to (paso a: Pyuoz)”, ete. s claro que,
los (premisa: JuaParuvz). dea § cse punto (D Pyuoz) > clazo
después de eso, el gebmetra no podrd ya llemar 'y a ningtin mmggtm en
la misma demostracién: 'y’ esté fijado, anotado., segiin la ! logia que
hemos adoptade, en dependencia de las tres bisectrices, w, ©, 2.

51, Isamortis de férmulas v susiitucidén de variables — Al introducir
o eliminar () o “E hay que asegurarse de que se¢ conserva la es%trucmra del
operando. La férmula a la que se aplica la operacitn y la & Ia regnliante
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deben tener una parts, el eperando de la férmula cuantificada, isomorfa,
Esto ha quedado garantizado en los ejemplos anteriores por el requisito
—que no dimos explicitamente — de que se pueda pasar de una a otra
versién del operando por sustitucién de variables. Asi, por ejemplo, la con-
servacidn de estructura en el paso de "Puy’ a ‘(x)Pxy quedaba garantizada
por el hecho de que de “Pxy’ puede pasarse a “Puy’ por sustitucién de &’
por ‘i, Io que anotaremos

Puy <> [u/x] Pay,

0, mas en general, llamande a ‘Pxy’ X y a ‘Puy’ ¥,

Y e [u/x] X
Obsérvese que ese requisite no impide el paso de
la Pxy {(=X)
a
Ta+1(a) Pyy {=17Y),
pues vale
Yer[y/x] X,

Un paso asf no presenta peligro algunc en una operacién como la elimi-
nacidén de "{ ¥ o la introduccidén de “H’, que son operadores sin dificultades:

Lh OPxy (= {x)X)
Lb+1 (b Pyy - (=7}

Pues si toda cosa estd con y en la relacidn P, también ¢ mismo estard
en esa relacidn con y.

Pero, en cambio, esa posibilidad debe excluirse en la introduccidn de
() o la eliminacién de "I, pasos, como vimos, injustificados en general,

v sblo justificables mediante el respeto de ciertas medidas de precaucién.
%in una eliminacién de “T’ debe excluirse aquella posibilidad. Por ejemplo:

1d AxPay (= JxX)

Ld 41 (d) Pyy (=1}

es un paso que cumple la prevencién estructural
Yo [y/x] X,

pero es incorrecto, como ilustra, seglin un procedimiento que ¥& nos es
familiar, una interpretacién adecuada aplicada a ambas férmulas:

para Ld: hay algo que es mayor que y;
para Ld -+ 1: i es mayor que'y.
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Con objeto de evitar estos vesultados indescables en los “pasce corft-
cos” (H. Hermes), que son Iz introduccién de { ¥y la climinacién de "W
habré que exigir, ademés de la equivalencia estructursl

Yer[y/x] X,

(v ademis de la anotacién de Ia variable fijada, y de las prohihiciones de

doble anotacién y de anotacién en dependencia rscfproca), Ia segunda
equivalencia estructural:

Leslnfyly.

o

Con esta nueva exigencia era imposible el desastrasa paso de Ld & Ld < L
Pues aunque vale en ese caso

Y e [y/x] X,
no se respeta en cambic

X [x/y]7,
ya que

[x/4] ¥ > “Par,
mientras gue

X e Py

No siempre es necosaric hacer verdaderas
de practicar sustituciones se presenta cuande, en wna demostracién larga,
hay que anotar varias variables. Entonces sonviene 1iitzar varias, practi-
cando sustituciones. Mas cusndo la demostzacién oo romuiers anotaciones,
o cuando, aun requiriendo algunas, los pasos son poons, pucde ser indtl
sustituir realmente. Un efemplo o5 la siguiente dem

Lz necesidad

L1 (1. {x)Pxy (== (£} 2
L2 (1. Pry (==
1.3 {0}, (x}FPxy — Pry

Otro, el siguiente fragmento de demostracién:
i) HxPry (== HaX}

2yl 12 (3. Pyy (== ¥}

En los dos casos se respetan los requisitos de sustitni
establecids, En el primer oaso, porque vale

Yo [x/x] X,

d gue hemos

y en el segunde porque vale

(Yo [a/e] Z1a{X e [a/2] ¥

G wr IRTRODTLSIEN A LA THCICA
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Las. variables de la dltima linea de una demostracion. — Todas esas re-
glas de la teorfa (metalingiifstica) de la sustituibilidad en ol caledlo de I
deduceién natural ne bastan atn para evitar completamente el peligro de
Inconsistencia, Considérese, por ejemplo, la siguiente breve serie de [rmu
las que sc diera como una demostracién:

L1 (Py) Py
y L2 (7y) (x)Px

Esa sucesién de férmulas cumple todas las prevenciones puestas al paso:
'y estd anotada (sin depender de ninguna otra variable Libre porgue no la
hay en L2: se recordard que en logica de predicados de primer orden las
letras predicativas, como ne son ligables, no son verdaderas variables, sino
pardmetros). Vale ademds:

(premisa)
(intreduccidn de ()).

[Py > [y/x] Px] a [Px <> [2/y] Py.

Por 1iltimo, ‘Y no est4 anotada mds de una vez, ni anotada, tampoco, en
dependencia reciproca con ninguna otra variable,

Sin embargo, la conclusién de la presunta demostracién no estd justi-
ficada, pues afirma que todo es P basindose en que y es P.

Para evitar que formulas sin fundamentar, como la de ese ejemplo,
puedan darse como conclusiones de demostraciones, estableceremos la si-
guiente Gltima condicidn sobre ¢l manejo de las variables: en la tltima
linea de una demostracién no puede aparecer libre, ni en la férmula misma
ni en sus premisas, una variable anotada. En el ejemplo anterior, *y” aparece
libre en la premisa Py de “(x)Px. En el ejemplo siguiente, la variable
anotada aparcce libre en la férmula misma de la tltima lnea

LI (HxPx). HxPx

{premisa)
L2 (HxPa). Py

(eliminacién de “®).

52. Bl céleule de la deduccién natural, — Fn ol sistema de reglas del
calcule de la deduccién natural que se da a continuacién, segiin una pre-
sentacién de I1. Hermes (con muy pocas variaciones), la “¥ significa ‘intzo-
duccion’, la I’ “eliminacién’, “RFP abrevia ‘Regla de introduccién de pre-
misas’. — Cuando debajo del trazo que separa las premisas del resultado
hay dos férmulas separadas por un frazo vertical, es que la regla permite
pasar de las premisas a cualquiera de las dos formulas. Las letras entre
paréntesis son premisas que se van arrastrando. — En 53 se comentarin
intuitivamente estas reglas.

RE: Lm (X) X

RI~ : Lm (Z) X—=Y
Lm 1 (U) Xosm ¥
L4 x-+1 (Z, U) %

RE ~ :

BRI v

BE v :

BRI & :

RE 4

Bl -

RE ~

BRI &

RE ¢»:

RI{) :

BE(}:

L0

.4 DEDUCCION 4 PARTIR DE PUvMIZAS

Lm (2>
L - rf1}
Lm-r+1 (2 I

Lm (Z)
L+ 1 {2

Lm (X, Z)
L - 1 (Z}

Tm (Z)
Lm - {U)
Lm-y 41 (2, )

Lm (7}
Lm +» (I}
Im4-r 41 (2 I

Lm (Z)
Lm -1 (Z)

Lm (7}
Im+1{%

X
- K
%

X
XvY Y&
Xv¥
Koy W
Yo W

W

Z

Y
XaY | ¥aX
Xa¥
1Y

¥
Xw%}’m
KoV
X
K7
Yo X
Hex¥
XV | ¥ X
¥
mx

a) [Yer [y/z] X]a [X o la/y1 77,
b} anotacién de 'y en dependencia de las demfs varighles

libres de "{x) X

129

) Lm 4 1 sélo puede ser ditima lnea de una demosiracién
si 'y mo estd libre en Z ni en “(2)X

Lin (Z)
Lo -1 (Z)

con: ¥ e [y/z] X.

()%
Y
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R & . Lm (£) ¥
Lm+1 (%) qHxX
con: ¥ o [y/x] X
RE d: Lm (Z) X
Lm -1 (Z) Y

con: @) (Yo ly/x] X]a[Xe[2/y] Y]
b) anotacién de ‘i’ en dependencia de las variables libres
en HxX;
¢} Lm - 1 sélo puede ser tltima linea de una demosiracién
5ty no estd e en Znien ¥

Control final de una demostracién. — Una sucesitn de [érmulas sdlo es
ung demostracién si todas ellas se deben a aplicaciones de las anferiores
reglas v si, ademas, se han respetado las prohibiciones de doble anotacién
¥ de anotacién en dependencia reciproca.

La demostracion estd constituida sdle por la sucesién de formulas. La
numeracion de las lineas v la indicacién de las premisas son sélo expedientes
graficos para facilitar el control. Por eso mismo es corriente indicar las
premisas ya por un mero asterisco {Quine), ya por el simple nimero de In
linea en que fueron introducidas (Hermes). Iste tltimo expediente usaremos
aqui. A la derecha de las lineas de la demostracién es también il indicar

las reglas utilizadas en cada paso, y las lineas a las cuales se han aplicado
esas reglas.

33. Ohservaciones a las reglas de la deduccidén natural — La re-
gla BP, regla de premisas, o de introduccién de premisas, es esencial al
cllculo de la deduccién natural, que no Hene axiomas de los que partir.
Esta regla autoriza a escribir en cualquier linea de una demostracién una
férmula cualquiera, tomdndola al mismo tiempo como premisa. Por ejemplo:

L1(1) p RP

5i se aplica a esa linea L1 la regla RI — , que es la que permite eliminar
premisas, se tiene:

L2 (0 B Ri-»; LL

‘B> es una versién del principio de identidad. Vale sin ninguna
premisa {con cero premisa), lo cual indicaremos convencionalmente por
(0} La indicacion (1), de la linea LI, segin una convencion de 53,
indica ne que 'L -~ que es el mimero de la linea — sea premisa de ‘P, cosa
sin sentido, sino que la férmula de la linea en que se encuentra — o seg,

‘D —tene como premisa la férmula de la linea L1 {en este caso, tam-
bién ‘p)
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La regla RI~, introduccidn de la negacidn, introc a ésta como
falsedad de una férmule gue tiene consecuentss contradiciorios, Es una
versién del priacipio de no-contradiceitn.

La regle RE ~ elimina la negacidn segin ¢l dicho iefonal ‘a falso
sequitur queelibet’, ‘de lo falsc se sigue cualquier cosa’. La regle autoriza
a escribir cualguier férmula como resultado de una contracicnifn, Esta regla
es también una version del principio de no-contradiccién.

La regla RIv puede entenderse como una definicién (de uso) de V.

La regla RE v elimina v al modo de lo que tradicionalmente se amaba
‘dilema’, un esquema de razonamiento del tipo sig

no hay més que dos posibilidades, X o ¥

si X, entonces W,
si ¥, entonces W,
Laego: W.

Las reglas RI 4 v RE 4 pueden también entenderss como definiciones
(de use) de ‘A’

La regle BRI — se basa en la idea de que una pr
la, ¥, puede concebirse como antecedente de un oo
cuente es Y. Esta regla pueds también entenderse co
citn de premisas.

La regla RE > es el equivalente del “modus ponendo ponens” tradicio-
nal, o de la regla BA del sistema axiomético HB.

Las regles Rl < v RE ¢ pueden entenderse como definiciones (de
uso) de ‘e’ por =¥

5, X, de una formu-
iomal Cuyo conse-
regia de elimina-

Las reglas referentes a los cuantificadores han sido ya idas mtuiti-

vamenie en 5.

Todas las reglas pueden entenderss como deff
aquellas a proposita de lag cuales sa ha invitado explici
. S

glas “definen” las comstantes por el provedimionts de Hjar su uso.

er de use, ¥ ne solo
a hagorl

El principio de fercio exclise— Dos de los tres “principios ldgicos”
tradicionales (cfr. 8)—el de identidad y el de no-contradiccién — estdn
recogidos, como se ha visto, en las reglas del caleulo, Mo asi el de tercio
excluso. Este debe incluirse explicitamente cuande hace falta, que no es
siempre. ¥ puesto que hay una escuela 18gica—la 1 la “intulcionists’
o ‘constructivista’ ~ que no utlliza el principio de terc W50 COMO
instrumento pare stitetizar férmulas en demestraci quices, es
interesante observar que el cdloulo de la deduccién matural sirve también
para dicha escuela.

" Cuando, en cambio, se le gulere utilizar—73 &
afiade a las reglas anteriorss vna altima:

o8 agqui —, se
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BRTE : Lm (O Xe~X,

cuyo contenido intuitivo es: en cualquier linea de una demostracién puede
escribirse sin premisa alguna {esto es, como feorema) una formula de la
forma Xv ~ X.

Esta situacidn tiene la siguiente consecuencia respecto de ias relacionss entre
légica sin tercio excluso y légica con &k los sistemas légicos sin tercic excluse
no son arbitrarios, pues respetan todas las demds reglas. Son, simplemente, sis-
temas que carecen de fodos aquellos teoremas cldsicos para cuya demostracidn
25 necesario usar la regla RTE,

ArfnpicE anL Capirune VIIE

B. Observacidn, —a 5%: a pesar de la simplicidad de su principie, el cdlculs
de la deduccién natural ha sido de elaboracién un tanto accidentada. La primera
versién de Quine no era consistente, La presentacion aqui leida, fruto de la mo-
dificacién del caleele por Quine para asegurar su consistencia, es poco simétrics,
cosa que contrasta con el cardcter siméirico de sus dos operaciones bésicas,
Hasenjiiger ha dado una presentacién mas simétrica que resulta, en cambio,
algo menos cémoda en su manejo, y fambién menos intuitiva,

Cartruro 1

TECNICA DE LA DEDUCCION NATURAL.
ALGUNOS TEOREMAS

54. Algunos teoremas de Ia légiea de enunciades. . Los siguientes
teoremas (TEL)-(TE15) no contienen cuantificadores, y portonecen asi a la
parte de la légica de predicados de primer orden que Hamamos “égica de
enunciados’,

(TEL) perm ~ p.

Demostracidn
(Namero de la - (Férmula afirmada) izadas, con in-
nea y premisas) » de las Ifneas a lag
han aplicado)
L1 @ ¢ RE.
L2 (2) —p . BR
L3 (L, 2 7 RE -~ ; L1, 12
L4 ) ~pr Rl—; L3
IR (Hi e T s B Ri—; 12
L6 (1) o B RI~; 14, L3
L7 (0) b s o T RI-»; 18
1.8 (8) R RP
L9 (2, 8) v RE . 1, LS.
LIO (8) P Ri-s; L9,
Li1 () pwo Ri—: LL
112 (o). i BY D . RTE,
113 (8) _ v REv; L1, L11, 112,
L4 {0 N Bl-s; 113
L5 () D s D Ble»; LY, L4,

o

(TE1) svele llamarse ‘ley de doble megacién’. Para su demostracidn
hace falta el principio de tereie excluso, utilizade en la lnea L% Puede
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servirnos como ejernplo del modo de demostrar equivalencias: primero se
demuestra uno de los dos condicionales contenidos en la equivalencia,
luego el otro, y finalmente se compone la equivalencia mediante la regla
RI €,

Cada condicional, por su parte, se demuestra empezando por tomar
come premisa el antecedente: L1, LS.

Cada equivalencia demostrada puede luego utilizarse segiin una regla
auxiliar que autorice a sustituir en cualquier demostracién una férmula por
el equivalente demostrado de la misma. Esa “regla auxiliar ntmero 17
tendrd el siguiente aspecto:

RAL In{Zy X
Lr (T XV
e - 1 (Z, U7} b4

La justificacién de esta regla auxiliar es que siempre podriamos intercalar
en la nueva demostracién la demostracion de la equivalencia utilizada.
He aqui un ejemplo en el que (TEL) se usa segin esa regla auxiliar:

(T¥2) [~p—sq]l—=l~qg—p]
Demostracion
L1{n ~p g RP.
L2 (2) ~T BP.
L3 (3) ~ RP,
I4 (2, 3 ~ DA~ Ria; 1.2, L3
L5 (2, 8 ~0 RE 4; L4
Ls (3 ~P =~ RI-; L5
17 (1, 3 ——~p BRI~ ; L1, Ls&.
L8 (1, 3) P (TE1} aplicado segin

la regla RAL a L7 (omitiendo una
linea “p & ~ ~ ¢, que suponemos
registrada en una tabla de teo-
remas),

L8 (1) ~ P Bl—; L&

L1C () [p—sgl—lwg—sp] BEle; LI

Esta demostracion da pie para admitir como regla auxiliar otro expe-
diente céHmodo: afirmar una férmula con més premisas de las necesarias,
con objeto de conseguir Iuego un condicional conveniente, mediante BRI — |
La regla podria tener el siguiente aspecto:

RAZ: In (&) X
Ind+m{Z U} X

TECNICA DE DEBUCCION NATURAL 135

En la linea L3 de la anterior demosizacién se tenis a "~ ¢ sin mAs promisa
que ‘'~ g misma. Mediante Is regla BRI A, 2n In Unes L5 se Uoga a tenex
a "~ ¢ bajo las premisas "~ ¢" v "~ ¢, Esto permit trufr un il con-
dicional en L8, — Usando la regla auxiliar RAZ se dide abroviar
en un paso la demostracidn de (TEL), del modo s

L1 ~ AP

1.2 (6 ot T s B Ri-»; LI

L3 (1, 3 7 8F, RAZ, con Ia pre-
misa suporflug T g

L4 (3) o~ D Bi-e L3

L5 o~ s B Ri..; L3, L4

A (1)) B s o BI~s; LB,

Este resultado no se habia slcanzado antes hasta le Hnes LY.

El teorema (TEZ) es una de las Hamadas ‘leves de la coniraposicidn’.
Valen otras tres sin cuantificadores:

(TE3) [p—=gl—~g—=~pl
(TE4) lp—= o gl—=ig— ~pl
(TES) b~ p=> gl lg— pl

(TES) se demuestra come (TEZ2), usando Ia ley de doble negacidn: como
ésta a su vez se demuesira usaudo el principic de excluso, eso
quiere deckr que {(TEZ) y (TES} suponen diche m . El cual, en

cambio, no es necesario para la demostracidn de (TE3) ; (TE4,
(TES) pygeqyp

Demostracion
L1 ) PYG RP,
LZ (2 » RP,
33 g RP,
14 {2 gvp _ Hlw; 12
L3 (3) gvp | Blw, L3
L5 () PGV Y Bi-s; 14
L7 {0 g gvy Rl LE
L8 (1) gvp REv; L1, L6, L.
L9 (@) BYG- g VP BI-»,; L3

La otra mitad de la demostracién, o sea; la demostraciin de gvp>pvq,
procede del mismo medo. La demostracién termina con mna aplencidn de
s regla RI<s.

El tecrema (TE6) se llama “ley conmuiativa de la 4
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Igualmente vale la ley conmutativa de la conjuncién:

(TE7) pPageqap
Demostracicn
L1 (1) PAqg RP.
L2 (1) g | RE A L1
LB (1) P BE a; L1
4 (1) gap Rla Lo, 13,
5 (0) PAG—>GAP RI->; 1d.

La otra mitad de la demostracion, hasta “g a p ~» pa ¢, procede del mismo
modo. La demostracion termina con una aplicacién de la regla Re».

(TE8) palgarie[paglar

Demostracidn
L1 (1) palgar] By
L2 (1) p RE4; L.
1.3 G} gav BEA; LL
L4 (1) q RE a; L3.
L5 (1) 7 RE »; L3.
1.6 (1) PAG Ria 12, L4
L7 {I) [paglar Ria; LG, L5
L8 () nalgar]—=Ivaglar BI—; L7

La segunda mitad de la demostracion, hasta ‘[paglar—pajgasl,
procede del mismo modo. La demostracién termina con una aplicacién
de la regla Rl<s.

(TEB) se llama ey asociativa de la conjuncidén’. Igualmente vale la ley
asociativa de la disyuncidn:
(TE9) pvlgvrlelpvglvr

Como consecuencia de (TES) v {TES), los paréntesis resultan indtiles
en férmulas que no contengan mds functor que ‘A’ v en [érmulas que no
contengan mis functor que “v.

(TE10) pvigarlelpyvglalpvrl

1.20
Lal 19 20)
129 (19, 20)
193 (2)
L24 (20)
L25 (0)
196 (18, 20)
1.27 {16)
128 (16)
1.29 (0)
130 (0)

,_\,_\,—-__/—\

Este ejemplo muestra la téenica general sdecs
tiendo de una disygncmn hay que introducir ¢
componentes de la dzsyunmon luego hay que conse
buscada se encuenire como comsecuente de oo
dentes sean aguellos componentes de la disyun
16, L13). Entonces se puede ap?zc&r Ia regls RE ¥,
buscada como consacucnie
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Dremostracidn

vyigar]

»

pvyg

By

[pyg}lﬁ]—psz?;
p>lpvolalpyr]

Gar

g

N

p¥g

pyr

lpvglalpvr]
gar-»{pvglalpvr]
[pvgiaipye]
pyvlgarl—=[pvqglaipvs]
lpvglalpye]

pyvyg

pve

g

GAT

pvigar]

pyigar]

g—pvigar]
popvlgar

pyigar]

r>pylgar]

pvigar]

lpvglalpvel —=pvigarl
pvigarielpvglalpyr]

de la c‘&syhnmon de g? £
(TE1D) es la ley distributiva de Iz disyuncidn por la ¢
rencia de lo que ocurrs en 4lgebra — donde sélo hay wma

BE.

AP

Blv: L4
Biv; L2
Bia 13 14
Rl L3
REa; L7

BE 4 13
Blv; L&
Blv,; LS

Bia 110, 112
Fi~s : 12
BEv: LI, 18, L13
Riws: 114
BE

BEa; 116

BE 4; 116

BE

Bla; 135 180

By 121

Hivy, 1.2

BRI 122

Bl - 123

AE v, L17, 124, 195
Bl L28,

BE v, L1, 195 L97.
Bl L28

Bl L5, 199,

.
£ia

[ATD OPerar pat-
nizas todos los
que Ia frmula
°% Luyos antece-
r elemple,

v g férmula

del producto por la adicién, perc no de la adicién Bor el procuchs e,
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‘® v ¥ hay dos leyes distributivas. Pues vale también la distribucién de Ia
conjuncién por la disyuncién:

o . 1(1) ~Dag] RE,
(TE1L) palgvriepaglvipar] L2 (2 > 9 el
Demostracidn 13 (3) q ar
L4 (2, 3) PAg Rla; LE L3
L1 (1 palgvr] RP. L5 (1, 2, 3) ~B RE ~; L1, L4
L2 (1) P RE a; LL L6 {1, 3) P o Ri-+; LA
L3 (1) qy¥r BEa; LL 17 (O p>p Riws; L2
14 (4) g RP. L8 (1, 3) oy Ri~; L8, L7
L5 () ¥ RP. 18 (, 3 o P o (] Riv; L8
L6 (1, 4 PAG Ria; L2, L4, L10 (1 G o ¥ o g RI-s 1G,
L7 (L, 4 (paglvipar] Riv; L& 111 {11) g i RP,
18 g-—+[paglvipar] Ri~-»; L7, Lig (1) DY o E?z;, 111,
19, B nAT Ria; L2, L5 L1z (o G BV BI—: L12,
L10 (1, 5) [paglvipar] RIv; L9. L4 (O GV g RTE.
L1 (1) r—=[paglvipar] Rl—; L1O. L5 (1) BN o ] REv; 110, 113, L14.
112 (1) [paglvipar] REv; L3, L8, L1L L18 mlpagl—s~pym~g Ri—s; LIS
113 (@) paigvri—=lpaglvipar] RI~-»; LI2. L17 (17) DV e T RE
114 (14) [paglvipar] RF. 118 (18) B Ry
Li5 (15) pag nr. 118 (19 G BE
116 (18) PAT By 126 (20 pag BP.
117 (15) » RE a; L15. 1.21 (20) P RE s, 120
118 {15) q REa; L15 129 (18, 20) ~p RI~; LIB, LIL
L19 (15 g¥r Rlv; L8, 1.23 (18) PAG =g RI-»; L92
120 (15) palgvr] Ria; L17, 116G L24 () prg—>p Ri—; LIL
121 () pag—palqvr] RI->; L24, 125 (18) ~ [pag] BRI~ 123, 194,
122 (16) p RE a; L16. 1.96 {20) g REa; L20.
L23 (18) ¥ RE 4; LiG 127 {19, 20) o AE ~ 119, L8
1.24 (16 gve Riv; 123 1.28 (18 BAG—rg BRI LO7,
125 (18) paigvrl RIa; 122, 194 L29 () pAg—>q Bi~s LZF
L26 () par-—>paqvr] RI—; L25. 1.30 (19) ~[paq] BRI~ ; L28, 128
L7 (14) palgvr] REv; L14, 121, 126 131 (0 e (DA g] RI~»; 1.25.
L28 (0 [paglvpari—>palgvr] RI—; 127, 132 (0) ~g s B ag] RI—; L30.
L29 (0} palgvrlespaglvipar] RIe»; L13, 128, 133 (17) ~[pagl REv; L17, 131, 1.32
L34 (0) Y e s e (1A G ] Ri—; L33
Los dos Gltimos ejemplos muestran repetidamente, ademés de Jos pro- 135 {0) ~pagle~pye~g Ri<; 116, L34

cedimientos generales para operar com conjunciones y disyunciones, la
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Demostracion

139

necesidad de disponer de una misma fdimula varias veces, pero con pre-

(TH1Z) es una de las lamadas ‘leyes de D
misas distintas. (Por ejersplo, en la dltima demostracion, las lineas L19

1808-1871). Gira es

" {De Morgan,

y 194)

(TE10) v (TE1]) fundan dos medos de “sacar factor comin” en légica : (TE13) ~[pyvgles~preg.
de enunciados. Cuando se trata de demostrar una fG}:'ﬁum guﬂ ne eontione mas functor
(TE12) ~Ipaqle~py~g. que ‘=3, el procedimients se reduce a introduciy como promisas todos los
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antecedentes, v liego eliminarlos de modo oportuno, He aqui un ejemplo,
forma del “principio del silogismo’ en légica de enunciados, que es una
ley de transitividad de ‘"

(TE14) p=gl=liig—or]—>p->r]]

Demostracion
LI (D p—>q BP.
L2 (2) g7 HP.
1.3 (3 P RP.
L4 (1, 3) q RE—; L1, L3
51,2 3 T RE-»; L2, 14,
L6 (1, 2 P g Ri—; L5
L7 fg—=1r]—[p—1] Rl—; LG,
L8 ) lp—=ql=ilg—rl—ip—=r]] BRI L7

Andlogamente vale
(TE15) [peogalger]—lper],

que es una ley de transitividad de “e?’,

55. Algunos teoremas con cuantificadores.— Las dos {6rmulas si-
guientes son los esquemas de dos “modos silogisticos™ tradicionales. Su
consideracién aquf ilustra dos cosas: primero, que toda la silogistica (es
decir, el sistema de Ios “modos silogisticos”) es un hreve conjunto de tec-
remas de la l6gica de predicados de primer orden; segundo, gue no todos
los modos silogfsticos son correctos si se formulan sin precauciones en dicha
ibgiea. :

{(TP16) ()} [Px ~ ~ Qx] & (x}[Rx — Px] - (x)[Rx — ~ Qx]

Demostracicn
11 (2} [Px — ~ Qx] A (x)[Bx — Px] RP,
Lz {1 (x)[Px > ~ Ox] RE4; L1
L3 (1) {x)}[Rx - Px} RE A L1
L4 (1) Pxws oo Qx RE (); L2
L5 (N Ry — Pz RE () L3
L8 (6) Rx BP.
L7, 8 P« RE—; L5, L6,
L8 (1, 8) ~ Ox RE - L4, L7.
Lg Ry o Ox BRI ; 18,
= L0 () (x)[Rx — ~ QOx] R () 18

L1 (0  ([Prx—>~0Oxla@[Bx— Pzl —
(x)[Rx —» ~ Q] RI —; L10.
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(TP16) es el modo “Celarent”, de la primera fgura sl
M es P; todo § es M; luego ninglin § es P7).
La férmula

(23[R —» Qx4 {2)[ By — Px] > Hx[Pza Oxl,

que corresponde al modo silogistico “Darapti” de la tovcera Sgurs, ("Todo
M es P; todo M es 8; luego algln 8 es P}, no as v4lida en esa formmlacitn,
sing sdlo si se aflade a la premisa la afirmacién de la in de alghn «
que sea R (o sea, sise le aftade: "HxRy). La razdn de osto es que mientras
la premisa sélo afirma relaciones ldgicas, la concly firma existencia
(efr. 26). Pero la existencia no puede inferirse de snes logiens,
Asi, por ejemplo, de la premisa

todos los centauros Henen cabeza humans v todas los centanros
son cuadriipedos

a0 se sigue la conclusion
algunos cuadripedos tenen cabeza humana

méas gue si hay centauros.
La formulacién correcta de Darapti es pues:

{TPL7) (x} Bz — Oxla (23 By ~» Px] & xBx > 82l Pr & Ox]

Demostracion
L1 xRz Qxla{x)[Bz — Pxl o HxeBx BP,
L2 (1)  {x[Rx— Ox] AEa4; L1
£3 (1) (x)[Rx > Pal RE 4; LI
14 (1) HxBx Ria; LY
18 (1) HRx-Qx RE () L2
L8 (1) EHx—Px HE{ ), L3
v L7{1) B REH; LA,
18 (1) Ox RE—»; L5, L7.
Lg 1) Px BE - LG, L7,
LIG (1) Peazx . Bia L8, LS
L11 (1) Hx[PxaQx} Riw. L1G

L1Z {0y {&)[Bx - Ox] a (x)[Bx —> Px} a HxBx —
Hai Pre a O] Ri-—; LIL
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(TP18) (0)[Py — Px] <> [Py — (x)Px].

LI (1)
12 (1)
L3 (3)
I4 (1, 3)
z L3 (1, 3
L6 (1)
L7 (0)
18 (8)
L9 (3, 8)
L10 (3, 8)
L1l (8)
L12 (8)
L13 (0)
L14 (0)

2 [y]

x}[ Py — Px]

Py— Pz

Py

Pz

{x)Px

Py — {x)Px

(x3[Py ~> Px] ~> [Py — (x}Px]
Py —(x)Px

{x)Px

Px

Py—Px

{x)[ Py — Px]

[Py ~> (x)Px] — (x}[Py — Px]
(x)[Py — Px] > [Py — (x)FPx].

(TP19) (x)[Px > Qz] & [HxPx — Qz]

L1l (8, 9)
112 (8)
L13 (8)
L14 {0)
L15 (0)

x [z]

También valen:

Demaostracidn

{x}[Px — Qz]

Pu-— Qxz

AxPx

Pu

Oz

HxPx — Oz

(x){[Px— Qz] — [HxPx — Qz]
dxPr > Oz

Px

HxPx p

Dz

Pr— Qz

(&) [Px —> Ox]

[HxPr — Q2] — (23] Px —> Qz]
(x)[Px > OQz] & [HxPx — Qz]

(TP20) Hx{Px —» Qz] < [(x)Px —> Qz]
(TP21) Hx[Qz — Px] «> [Qz —» HxPx]

(TP20) y (TP21) se demuestran anilogamente a (TP18) y (TP20), con
los que estén emparentados. Son todos ellos teoremas Gtiles para conse-

RP,

RE{}; LL
RP.

RE-s; L2, L3,
RI(}; L4
Ri—s; L5.

AP,

RE - ; 13, L8,
RE(); LS.
Ri—; Lio.
RI(); L1l
Rl—; 112

Ries; L7, 113

RP
RE (); L1

RP

REH; L3
RE~—>; 19, T4
RI->; L5
RI—; L&

RP

RP

RIF; LY

RE —; L8, L10
RI-»; L1I
RI(); L12
RI->; L13

RIe>; L7, L4
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guir que los cuantificadores afecten a férmulas enferns, en vez de a partes

de formula enlazadas por functores veritativos.

(TP22) (0)Pxa (x)Qx < ()[Px 2 Q1]

21

2

En L13 hay que aplicar por segunda vez RE { )

Demaostracicn

{x}Pxa (330

{x}Px

(@)0x

Px

Ox

PraQx

{xj{Px a Ox]

(x}Pxa () O — (23[Px a Qx]
{3 P s Ox]

Pz 5 Ox

Pz

{x}Px

PruaQu

Tu

()=

{(x}Px s (x30x

3Pz a {23 0x <> (23 [Px o Qxl
@) [Pra Ox] = (x)Pxa (1) 0=

bles, para evitar una doble anotacién de 7,

(TP23) HxPxv TxQx e Hx[Pr v Ox]

Ll (1)
L2 (2)
L3 (3)
L4 (2)
L5 (9)

Bremostracidn

AxPr v HxQx

HyPy

HaQx

Pu

Puv QJu

Tl P v Ox]

daxPe — Fx[Prv O]
Dz

Pava

JxiPx v Oxj

HAxQx — HafPx v O]
dafPx v Ox]

TetiAN A LA ROCIcA

RI{) L&

Bl - L7

RP

RE() LY
REa; L0
RI{} 131

AE () 19
BEa; L13
BI(); L4

Rl 112, LIS
Bi-»; 118
Bles; L8 L17

a L8, con nuevas varia-

B

By

RP

BEH: L2
Riv,; 14
RIE; L5
Bies; L7
BEX: 13
Riv; LB
BIiF: 1%
BRI~ 110
BEvy: LI, L7, L1
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. L3O HaPx v HxQx — AxfPx v Qx] Ri—; Li2

L14 (14)  Fx[Prv Qx] R

x LI5S (14) Pxv Qx REH,; L4
1.16 (18) Px RP
L17 (18) HxPx RIH; Lisg
L8 (16} HxPx v HxQx RIv; L17
119 (19) O RpP
L20 (19) HaeQx Rid; 119
121 (19) HxPx v HxOx Riv;, 120
1.22 (0) Pr — HxPx v HxQOx Al —; 118
123 () Ox — HxPx v HExDx Ri—; Lil
1.24 (14) HaPa v HxOx REv; 115, L22, 1.33
125 () HalPx v Qx] —> JxPy v HxQx Ri—; L24

128 (0) HxPx v HxQOx e Hx[Px v Qx] Rlie; 113, L28

{TP22) v (TP23) son leyes de distribucitn de cuantificadores y sirven,
como (TP18)-(TP21), para sacar cuantificadores del interior de férmulas.

Es interesante observar que (TP22) y (TP23) ponen a () y "I en rela-
cién con la conjuncién v la disvuncion, respectivamente. El generalizador
puede, en efecto, entenderse como una conjuncién total o universal. Sea,
por ejemplo, un & finito, de tres elementos a, b, ¢. Dada una propiedad
cualquiera, P, afirmar sobre ese universo del discurse que tode individuo
de él es P,

{x)Px,
es lo mismo que afirmar:
PanFPbaPe,

Sobre ese mismo universo del discurso, afirmar que alguna cosa del
mismo es P,

HxPx,
es lo mismo que afirmar:
PavPhvPec.

Fl particularizedor puede, pues, por su paste, entenderse como una dis-
yuncién total o universal, es decir, que abarca a todos los individuos del

& dado.

{(TP24} (x)Pz e~ Hz~Fx

LI (1)
Le (1)
L3 (3)
y L4 (3)
L5 (1, 3
L8 (1)
L7 ()
L8 (3)
L9 (O
110 (1)
LI {11)
Lig (11)
L13 (10, 113
L14 (i0)
Li5 (0)
L16 (10)
L7 (10)
x LIS (10}
L19 (@)
120 ()

Dempstracidn
{23 FPx
Ly
qx o~ Py
~ B
Py

Hx ~ Pz —> Py
Hx mo P v o Py

o Hx o P

{33 Px —p v Hx v Py
e o P

~ L

Hx ~ Pz

Fzx

o~ FPr— Px

o Py, P
ot oo P2

{x}Px

o Hig o P - {5} P
{}Pres ~ Hx Pz

Anflogamente se demuestran:
(TP23) (2} ~ Pz <>~ Hxby,
(TP26) ~ {x)Px <> Hx ~ Px.
(TP27)  ~ (x) ~ Px ¢» HaPx.

{TP24)-(TP27) muestran que es posible preseindiz de un
cuantificadores, pues basta uno (con la ayuda de la

ambas cuantificaciones,
De modo garecic’ioi las leyes de De Morgan (TEIZMTEI3) mueston
que es posible prescindir de ‘4’ ¢ de 'V, pues basta uno de esos dos fune-
tores {con la ayuda de la negacién) para expresar ambas Funciones,
Los ejemplos siguientes se refleren al orden de (Y y ‘&' cuande apa-
recen en una misma frmula.
(IT728)  Hy(x)Pxy -» (x3TyPry

L1 (%)
uw L2 (1)
13 )
14 ()
z L3 (1)
L8 (0)

Demostracion
Hiplx} Py
CayPxie
Fau
HyPay
{a)}Hy Pay
Hy{x}Puy ~» {x)ByPuy

nggac
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BE{); LI

BP

FET; L3

HE .. 1Y, L4

RI-+»; L5
Ri—; 14
Bl Lg, LY
BiI—; 18
e

By

BiF.: L1

BE ~; 110, LIg
Bl—; 113

Bi-» 111

A~ L14, 113
BAL econ (TE1) L6
BIi{y L7

Ri—: L13

Ble; 15, 119

o u piro de los
i) Pars expresar

/

PeXyde]

BE.

BEXE,; L1
RE{}; La
Rid; 13

RI(}; L4
EI—); L5,
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No vale, en cambio, la implicacidn inversa,
(x)dyPxy — Ty (x)Pay,

como puede verse por el intento de demostracion:

L1 (1) {x)}HyPxy RP,

12 (1) AyPry RE (); LL
ulz] I3 (1) Pzt BREHT; L2
z[u] L4 (D) (x) Pxu RI(); L3.

L5 (1) Ay (x) Pry RIH; L4,

L8 (O {x)qyPxy —» Hy{x}Pry Ri—; L&

Esa sucesion de férmulas no es una demostracion, porque hay anotacion
de variables en dependencia reciproca (L3, L4). Interpretando “P” por “ser-
menor-que-, con {} == los nlmeros naturales, (TP28) seria:
si hay un ntmero y tal que todo nlmero x es menor que y, en-
tonces para todo nimerc x hay un ndmero y tal que x es menor
que s

o, dicho mds condensadamente:
si hay un némero mayor gue todos los niimeros, entences todo nit-
mero tiene uno mayor que &L

En cambio, con esa misma interpretacitn, la férmula indemostrable dice:
si para todo nimero x hay otre, y, mayor que él, entonces hay un
mamero, i, tal Gue, para todo ntmero X, & €5 Menor que §;

o, en estilc mas condensado:

si para todo mémero hay ofro mayor que él, entonces hay un
ndmero mayor gue todos los ndimeros.

Vamos a ver ahora una férmula en fa cual resulta, en cambio, licito cambiar
el orden de () v “H en el mismo sentido que en el anterior ejerplo hemos
visto era ilicito:

(TP )y [Px a Qual — Ty (x)[Px v Qyx]
Demostracion
L1 (1) {3y [Pxa Qyx] BP.
12 {1}  Hy [PxaQyx] RE(); LL
aix] 13 () PraQu BRET; L2
14 (1) Px RE 4; L3,
L5 (4 Prv Qtx Blv,; 14
2ft] 18 (1)  {x)[PxvQtx] RI¢y; LE
L7 () Sy{x)[Pxv Oyx] RIH; L&.
L0} {(x)dylPxa Qux] — Hy(xi[Px v Quxl Ri-s; L7
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Podria pensarse que (TP29) vale, a diferencia da la anterior formula,
ién, es méas débil (afirmn

porque el consecuente, que tene sdlo disyun
menos) que el antecedente, el cual lleva conjine
no basta siempre. Asi, por efemplo, no es val
pesar de presentar la misma debilitacién en ol oo

n. Pero esta dehi *}ﬁfzcmn
. ,

la signiente formula, a

o

()dy{FPay & Qay] ~» Hy{x}[Pay v Qxy].

3

Quie no es valida puede verse por el siguiente intento de d

L1 {«}g [Py Quy] B3P,

12 (1) dylPaya Qxyl RE (); L1,
zix] L3 (1) Pﬁza Oxz REH; L2,

4 (1) Pxz RE s L3

L3 (h Przv Quz RBiv; L4
»[z] L8 (D) {23 Prz v Quz] RI{}); L3

LT {5 Ty ey Pay v Oayl BIH:; LS

L3 () {)dy[Pey & Oxyl — Jy{x)[Pry v Ozy] RI-s; L7,

Esa sucesion de férmulas no es una demostracidn, pues hay anotacidn
de variables en dependoncia reciproca (1.3, 1.8).

Consiguientemente, la demostrabilidad de (TTZ9) ne se debe sélo a2 Ia
debilitacién de 4" en v, sino 2 alguna otra causa. Con nds lag lineas
14 de ambas demostraciones, la correcta y Ia o Verse quc
esa otra causa es el hecho de contar, en Iz demost

de (Tfa@;, con una
férmula predicativa monddica, lo que permite practicar un cambio de va-
riable al debifitar ‘4" en v en las lneas L&

Este ejemplo nos indica, que, aun dentro del o4l
primer orden, hay una diferencia importante entre su p
parte poliddica. Esa diferencia nos ocupard mds adelante, Por abora bas-
tard con observar que la relacidn anteriormente indicada ontre () y ‘),
por una parte, y Ay ¥ por otra, en cuanto se refiere a aperaciones sobre

J'-
mdzwduos, vale sdlo, en-la forma que vimos, para ox anee monadicas,

de predicados de
ta monddica v su

La expresién monadics
{x}Px

puede enfenderse como una conjuncidn de afirmacionss individuales:

Pxin P s
Pero la expresitn
(3 y)Pxy

no puede entenderse de ese modo. En este caso, si se la quiere interprotar
como conjuncién de expresionss sin cuantificar, las entidedos tomadas como




148 EL SISTEMA DE LA LOGICA FLEMENTAL

individuos {fos simbolos tomados como sujetos) no serdn propiamente indi-
viduos, sino pares ordenados de ellos:

Pxaypy a Prayya & Py a Pylyz & Prags A

Tomando el mismo 2 = {g, b, ¢} de antes, “{(x} (y} Pxy’ vale tanto como
la conjuncién:

Paa s Pab a Pac s Pba o Pca A Pbb A Pbe a Pcb 4 Pec.

Capfrone X

FOBMAS NORMALES., COMPABACION
DEL SISTEMA AXIOMATICO CON EL CALCULO
DE LA DEDUCCION NATUBAL

56. Nocidn de forms meormal. ~— Varios de los fooremas
del capitulo anterior son equivalencias, v nos 2

(TE) y (TF)

% an a utilizar wna
férmula en vez de otra de la que es equivalents, de o do con una regla
auxiliar del tipo de las deﬁmcmnes {una regla come BAL, gue usaremos
abreviadamente en lo que signe, como, por lo demés, hemos hecho ya al-
guna vez}. Por efemplo: ol tecrema {TELZ) nos per P e PY¥~ g en
vez de "~ [ 4 ¢|. Baséndonos en sste teorema, po : convenit en una
reduccién del nimero de simbolos elementales o primitives del lenguaje
de la Iégica de enunciados, suprimiendo ‘4" Temiendo en cuenta (TE12)
v la ley de doble negacién (TEL), vale en efecto:

més

page~i~pymgl

Por convenciones como ésa puede normarss de un mode econdmico — es
decir, con ahorro do sfmbolos primitivos — el lenguaje del cficulo conside.
rado. Establecer un sistema de tales convenciones es sdoptar una forma
normal para las expresiones del ciloulo. o

El uso de formas normales es sobre fodo 4iil para la teorfa ldgica, para
los razenamientos metaldgicos sobre un cdlenlo, porgus dsminuye e wi-
mere de simbolos, formulas v reglas que estudiar. Tn cambio, no “suele ser
conveniente (salvo por una aplicacién: ¢fr. cap. Elﬁy 73) para el manejo
de jos cédleulos logicos desde el punto de vista d aplicacin. Pues, por
regla general, las formas normales, prec:‘samez‘;‘ce por la coonomis de léxico
con que estdn escritas, son més largas v engorrosas que Tas férmmulas escri-
tag con un léxico mds abundante. Asf, por ejemnle, ‘B ¢ es mis cémeoda
de manejar que su pc»s{bi@ forms normal (cfr. 57) [~pvglal~ q v;}}’

Las convenciones que dan como resultade formas nmimales en la 1égica
de predicados afectan, como es natural, fante a los Tunctores veritativos
cuanto a los cuantificadores. Empezaremos por - aquéllos.
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57. Normalizacién de los functores veritatives, ~- En las formas nor-
males de uso més frecuente en ldgica se prescinde de los functores ‘&’
y ‘=", De "©’ puede prescindirse por el teorema’

(TE30) [peglelp-—qglalg—>pl
Demostracicn

L1 (3} perq ne.
1.2 (3} B> g RE «»; L1,
L3 (1) g—>p RE <> ; L1.
14 (1) lr—=glalg—pl RIa; L2, L3
L3 {0) [pesgl-s[p-»glalg—>p] RI~»; L4,
1.5 (8) [p—=>qg]alg—pl RE
L7 (8) »->q RE4; LS.
L8 (6) g—>p REa; 18,
19 (6) peg RI<s; L7, 18
LI10 (O [p—>qlalg—p]l—=Ipeygl BI-»; LS.
Li1 () lpeglelp—aglalg—=pl Rle; L5, L1G,

De = puede a su vez prescindirse por el teorema
(TE3D) [p=gle~pyvyg

Demostracicn

EL (D) p—=>q RP.
12 (2) p RP.
L3 (1, % g BE-»; 11, L2
141, 9 ~PY(q Riv: L3.
5 (B B e BV Y Ri—; L4
18 (6) —~p RP.
L7 {6 ~PY g Riv; L&,

(0} ~P Py G BI—; L7.

8 {0) py~p RTE,
Liﬁ (1) ~PpYg REv; L5 LS, LS
L11 {0) [p—>q]l=> mpyg RI~->; L10.
112 (12) ~PVg BP.
113 2, 8) q BE ~.; L2, L6,
L4 & P> g Ri—; Li3
Li5 (0} P2 [p— gl Ri-s; 114
118 (18} g BP.
117 (2, 18) q RAZ; L1186,
L18 (16) p—g RI—>; LI7.
Li% (O} g-»[{p—q] RBI~»; 118,
1.20 (12) p—>q REv; L1g, L15, L19.
L2l (@ ~pyg—[p->ql RI-»; 120

{©
122 (0 . lp—=gleapvyg Ries: L11, 121,
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r la eserisara
0 en adelante

Los teoremas (TE30} v (TE3I) nos autorizan 2 »
de tdrmulas del cdlewle de 1z deduccidn natural {(decipn

b
por "UDN)) reduciendo los functores veritativos a '~ ‘v’, " (Obsérvese
q}ze lo mismo permiten en el sistema axiomdtico HB las Lcimzc;cres (D)
y (D3))

Otra convencidn corriente para ¢l establecimisnlo de formas normales
es la reduccidn a uno del nimero de negaciones que sfecton 2 una frmula.
Basdndose en la ley de doble vzegacaén (TEL), se puede escribiy, en vez
de '~ p, P en vez de T v . T ) en vez de Tew oo e o B, et

En tfercer lugar, las leyes de De Morgan, (TELZ) y (TEL3), permiten
conseguir que la negacidn afects sélo a formulas af 5. Por ejemplo:
si se tiene "~ [pagl, pusde escribirse en ver de ella, gracies a (TE1D),
‘e Py e g (como vefamos antes), férmula en la cusl " afecta sélo 2
fémulas atémicas,

Por Gliimo, Ias leves de conmutatividad, asoct: y distributividad
de'd’y ‘V’, (TES)-(TELL), permiten transformar toda formula ya normada en
cuantc a los functores——os decir: sin més funs gque "~ Yy A,
y sin [érmulas negadas que no sean aldindeas, i ma@ de un s‘gne de nega-
cién por formula negada —, para conseguir © izra de las dos formas
normales de uso corrients en l6gica de enunciades: la forma normal con-
juntiva v la forma novmel disyuntiva,

(En las anteriores reflexiones, palabras vomo “permite, ‘avtoriza’, encubren
un uso no caleculstco, sing pzomamﬂntﬂ mﬂfacaku‘ talégico, de la
operacion de la regh RAL En rﬁgor habria que decir, por o , & propésito
del abandone de “~ [pa gl por ‘- pv~ g’ ‘el teorsma {TLIS) garantiza que
si hay una demostracién de '~ [pa gl entonces hay ¢ ana demestra-
cidn de ‘P ¥ ~og’, ¥ a la inversa’, expresion cuyeo cardo gico se aprecia
dircctamente. Ast pues, nusstro modo de eXpresarngs ex zto es propio
de una metaldgica no formal, sino intuitiva (cfr. 18}

i

Una férmula estd en forma normel confunt:
no negada ds &myuhcmnes no negadas de férmulas ot
negadas, Cualquier férmula de la logica de emun
forma normal conjuntiva utilizende los medios ante
(TEL), (TELDA{TEL3), (TES-{TELL). Veamos como &f
férmula “pv ¢ - ¢ a forma normal conjuntiva:

va cuande es una conjuncidn
iops negadas o no
puede llevarse a
"{IED -(TE3L),
> el paso de la

Féormula inicizl: BYg-r
Paso 1% ~lpyglvr (TE3L)
Pasc 2. [~pa~glvr {TE13)
Paso 3.0 [~pwrlal~gvr] (TE10}.

El siguienie ejemplo volverd a interesarnos en el capituie XIIT (72).
Se trata de llevar a forma nommal conjuntiva la fom

p—=gl— Hg—ri=ip-—rl]
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Paso 1.7 [p—qlvi~lg—rlvp—r]] {
Paso 2°:  ~p—=gly~[g—=rlv]p—>r] {
Paso 320 ~l~pyglyve [~gvilvi~pvr] (TE3L)
Paso 4o0 [pa~glv[ga~r]vi~pvr] {

Paso 5.9 I~pyrivipa~qglyl[ga~r] (

Paso 800 [[~pvrlvpvglall~pvilvpv~viall~pvs]

vegvgla [[~pvrly~qgv~r] (TELO)
Paso 700 [~pvrvpvglaf~pyrvp ve~rla[~pvrv
~gv gl Al~pyrvegveer] (TE9)

Corrienternente no serd necesaria la prolijidad de este ejemplo: los
pasos 1.% 5.° y B6.° podian saltarse, pasando directamente deo la férmula
inicial al paso 2.°, y del paso 4.2 al paso 7.

Cuando una férmula estd en forma normal conjuniiva y, ademds, pre-
senia en cada disyuncién tedas las £ormulas atémicas componentes (nega-
das o no negadas), se dice que estd en forma normal conjuntiva de Schrader.
Esta forma es facil de conseguir; si se encuentra una disyuncién en la que
falte alguna componente atémica de la férmula inicial, por ejemplo s, se
afiade a esa disyuncidn, también en disyuncidn, la férmula "sa~ ¢ Esta
formula es formalmente falsa y, por tanto, no altera el valor de la disyuncién
a la cual se afade en disyuncién: si era verdadera, seguird siéndolo, v si
era falsa seguird sié¢ndolo. Luego se distribuye “sa~ " por la disyuncidn
ala que se ha aiadido, ~ La anterior forma conjuntiva nermal de ‘pv g — ¢,

[~pvria[~gyr],

no es una forma normal conjuntiva de Schréder para aquella férmula ini-
cial; en su primera disyuncién falta ‘¢’ o ‘~ g’; en su segunda falta “p’
o ‘~p’. Y tanto P’ cuanio ‘¢’ son componentes atémicas de la Férmula
inicial. He aqui el pasc de ‘pvg— ¢ a la forma normal conjuntiva de
Schroder mediante el expediente indicado:

Paso 1.2~ Paso 3.° como antes. Kl Paso 3.° daba:

Paso 3.5 [~pyrial~qgvr]

Paso 4. [~pyrviga~qgllal~gvrvpa~p]]

Paso 5.%: [[~pvrvglal~pvrv~gila
[[~gyryplal~gvryv~p]] (TE1D

Paso 6.2 ~pvrvglaf~pvrv~qgla
[~gvrvplal~qgvry~p] (TEB)

La férmula del paso 6.° estd en forma normal conjuntiva de Schréder.
Una férmula estd en forma normal disyuntiva cuando es una disyun-
cidn 1o negada de conjunciones no negadas de férmulas atdmicas negadas
o no negadas. Una forma normal disyuntiva de una férmula puede con-
seguirse redistribuyende una forma normal conjuntiva correspondiente a
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iz misma férmula, Por ejemplo, dada la fimula © Py g- ¥, se la pueds
Hevar a una forma normal conjuntiva, como hemos hacho antes, v iuego
volver a distribuir:

el Pase 3.0 daba: [~pvrial~gvr]

Paso 45 [{~pvilam~glv{[~pvilarl (TE11)
Paso 852 [[~pa~qglv[ra~gllvil~parivirarsl] (TE1D
Paso 8°: [~par~qgivlrar~glv[~parivirar] (TES)

Ta formula del Paso 6.0 esté en fosme normal dsyuntive (salve en que
habitualmente se pone en vez de una férmula ras’ su cquivalente )

58, Mormalizacidn de cuaniifieadores. — Los
sugleren una normalizacién de la escritura de las §
dores: no usar mas que un cuentificador. Pero 1z n més prac-
tica y mds frecuentemente uiillizada consiste en los dos cuantifi-
cadores, aunque sirviéndose al mismo tiempo de csos L (TP%)-—
(TP27} v de los teorcmas {TP18)-{TP23} para co

a) que los cuantificadores de una férmuia
misma {con lo que se quiers decir: que a la tzquiord
ne haya ningdn simbole de la fdrmula, o haya ofro cug
férmula), formanda un prefijo cuantificacional;

b) que ninguns de los cuantificadores esté nega:

Dre una formula con esas caracteristicas se dice qus esté en forma normal
prencia.

e (TP24)-(TPZT),

a3 con cnantifica-

delante de la
cuantificador
ioador de la

Ejemplo, — Ses la #rmula,

~ (2)dy ~[Px & Qrey ~ Ha Rayz],

que no esta en forma normal prenexs, pues tiens un cv
en el seno de la formula y otro—"(x) — negado, L0§
(TP27) sugicren que una forms normal prenexa de esa

He {yy Az [Pz & Ony — Bayz].

La sugerencia se confirma con la siguiente demestracidn de la equivalencia

as {TP18}-
&8

o () Hy o [P 4 Quy = Wz Rysz] « Hx (y) Hz [Pr s Oy - Rayz].

Demestracicn
LI (1) ~ {x}) Hyf ~ [Pz 4 Qry — Hx Rxyz) RP
L2 Hoy o Hyp v ?PA & Qxy > W Rayr] CYRSEy; LL
L3 (5 Hx {y} [Pz a Oxy — Tz Pxyz] g\_u’;n»- ,.; L2
u“ L4 (1) (y} [Pua Quy —» Hz Ruyz] REH: L3
L3 {1 Pu a Quv —» Hz Ruvs RE () Ld.
18 (L Hz {Pu & Quw — Ruwvsz] {iTaly L3
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ofu] L7 (1) () = [Pu & Quy — Ruyz] RI{}; L
L& (1) dx {y) dz [Px A Qxy — Rayz] R, LT

Lg (0} ~ (x) Hy ~ [Px a Qry - Hz Rayz] —
~ 8x (y) Hz [Px 4 Qxy — Rayz] RI-»; 18

LI (10)  HAx {y) dz [ Px a Qay — Rayz] BP.
X Li1 {163 {3 dz [Px & Qxy — Rxyz] REH; L0,
L12 (1) Az [ Px A Quy — Rayz] RE (}; LiL

0

0) ~ (&) dif ~ [Px a Quy — Hz Rayz]

) Hx (y) Hz [Px & Qxy —» Rxyz] —
>~ {x) Hy ~ [P s Qay — Bz Rayz] RI-»; L17.

Lig (G o fay Hyg v [P g Quy — Hz Rayz] <

<> dx (y) Hz [Px a Ory — Bayz]

(TP26); 1.16.

113 (10 Px g Quy -z Rayz (TP21); 112
ylx] Li4 (10) (4} [Pz A Qxy — Hz Bayz] BI{y L13
L15 (10)  ~Hy ~ [Px a Quy —» Tz Rxyz] (TP24)y; LI4
116 (10) H o~ Hip v [P a Qay — Hz Ruayz] BIT; Lis
(
{

RI«; L9, L8

La normalizacitn respecto de los functores veritatives debe, natural-
mente, realizarse también. Ella nos Heva por Gltime, de la f6rmula

~ (x) Ay ~ [Px & Quy — Bz Rayz]
pasando, como hemos visto, por

Hx {yy Hz [Px o Oy — Rayz],
a la forma normal (disyuntiva y prenexa)

qx () Hz [~ Pxv ~ Qxy v Bxyz] .

03, Justificacidn de las formas nermales en HB, Comparacidn de HB
cen CDN.— Todos los teoremas de CDN en que se basa la reduccién a
formas normales son también férmulas védlidas de HB. Por ejemplo, el
teorema (TES) se obtiene en HB directamente del axioma A2 ILos tecre-
mas (TE20) y (TE31) estén suplidos en HB por las definiciones (D3) y (D2).

Mas interesante que repasar uno por uno esos teoremas de CDN para
comprobar su validez en HB serd aprovechar esta ocasién para llevar a
cabo una comparacién general de ambos sistemas, como fruto de la cual
obtendremos la conviccidn de que uno y otro “rinden” lo misme. Esa con-
viceion es deseable porque los dos sistemas nos serén fitiles en lo que sigue:
HB para consideraciones teéricas (metalégicas), que son mucho més cdmo-
das de hacer, con pocos medios metaldgicos (sintdcticos ¥y semanticos),
sobre un sistema axiomdtico que sobre un sistema de deduccién natural,
a causa de gue el primero tiens menos reglas de trasformacién cuvo fun-
cionamiento (mdas sencillo, por otra parte) haya que estudiar; también
nos serd util HB para toda aplicacién de la logica a la axiomatizacién de
teorfas. Pero CDN es, por su parte, mas adecuado para el trabajo practico

FORMAS HORMALES 155

analitico (en légica pura o en aplicacién a otras toorfas), esto es, cuando
se trata de ilustrar formalmente puntos de tal o cual teorfa positiva: pues
CDN no exige remontarse a lejanos principios, sino que permite empezar
el andlisis en el lugar o fragmento mismo que intorose, con las premisas
mds inmediatas, v de un mode “natural”. Abora bien: s8lo si queda claro
que ambos sistemas “rinden” lo mismo, que se “equivalen”, podemos tener
la seguridad de que lo que las consideraciones tedricas (metalégicas) indi-
quen para uno vale también para el otro.

La igualdad de rendimiento de HB v CDN no dehe hacer olvidar la
diferencia esencial entre ambos sistemas: CDN es un ofloulo para demos-
trar bajo premisas; HB puede servir para demostrar & partiv de premisas,
pero entonces las trata como axiomas o, en general, i a3 (Incluyendo,
como hemos hecho, a los axiomas entre los teoremas). Estc tiene una conse-
cuencia importante: serd imposible encontrar en HEB nada equivalonte a la
regla de eliminacién de premisa (RI— ) de CDN. Pucs esta regla permite
precisamente el tratamiento ds la premisa como 1 premisa: come algo
que hay que eliminar para que lo demostrado valga - salmente, sea
un teorema de la légica. ¥ eso es lo que 1o se pu cer en un sistema
que, como HB, trata la premisa comoe si fuera un tecrema. Por aso, para com-
probar que, de todos modes, HB rinde lo mismoe que CDN, nos serd nece-
saria, a proposite de la eliminacién de premisas, wna reflexidn metalégica
mas detallada que para las demés reglas (cfr. 60).

Para persuadirnos de la igualdad de rendimien o HE y CDN pro-
cederemos asi: primero comprobaremes que tode teoreme de HB es también
un teorema de CDN. Luego, que todo teorema de CIN es también un
teorema de HB.

Fodo teorems de HE sz un tcorema de CDW,

<t

@) Los axiomas de HE, base de toda otva operacifn v tado otro teorema
en HB, son teoremas de TDM. Las demostraciones son muy sencillas, La
del mas largo, A4, es:

L1 (1) g g ip.

L2 (2) svp RE,

L3 3 5 Ry,

14 (3) svyg RBlv; L3

1.3 {0) §> 8V G BI-—; 14

18 () o RP.

L7 (1, 6 g RE-; L1, L6.
I8 (1, & sy g Riv, L7

Lo (L) R ] Bl-s; L&

.16 {1, 2 v REv; L2, 15 L8
E11 (D) SYP-»IV G Ri-s 110,
L12 () Ip-s gles [avp-ssvg] Ri—: LI1L



156 EL SISTEMA DE LA LOGICA ELEMENTAL

Las demostraciones de los demas sxiomas de HB en CDN son atn mids
cortas,

b) En cuanto a las reglas de HB, una, RS, se encuentra en la misma
forma en CDN (es la regla RE — ). Las reglas de sustitucién (Re;, Ray,
Reg, RS) de HB no permiten, en tiltima instancia, sinc escribir los axiomas
de IIB con otras letras. Puesto que los axiomas de HB son teoremas de CDN,
lo son con cualesquiera letras. Por ejemplo, A4 podia haberse demostrado
con v en vez de "y, Consiguientemente, también los resultados alcanzados
con esas reglas en HB se consiguen en CDN,

Dos observaciones para resolver posibles dudas que puede haber suscitado
esa argumentacién expeditivamente intuitiva:

Primera. — Hemes dicho que las reglas de sustitucién de HB no permiten,
en Gltima instancia, més que escribir los axiomas de HB con otras letras. Esta
es una forma laxa de hablar. Los axiomas de HB — si son axiomas, y no esque-
mas axiomaticos (cfr, 42} — son las férmulas que son, con las letras que tienen.
Habrfa pues que haber dicho: las reglas de sustitucién de HE no permiten sino
obtener de los axiomas teoremas que también se obtienen en CDN.

Segunde. — Hemes dicho que eso es as{ ‘en (ltima instancia’. En “primera
instencia” puede parecer que no es asi: pues en HB puede aplicarse una regla
de sustitucion a cualquier férmula ya escrita en la misma demostracién. Pero es
que en HE cualquier férmula ya escrita en una demostracién se trata como si
fuera un teorema, y se reduce, por tanto, a los axiomas utilizados para afirmarla
(0 a la premisa utilizada come exioma para afirmarla). Por eso, dicho sea de
paso, se puede demostrar directamente que las operaciones Ray, Reg, Rag v RS
son realizables también en CDN:

1) Re; lo es porque si ‘p—= ¢, por ejemplo, €5 un teorema (estd escrita
con { premisa) en una demostracién en CDN, también se conseguird en una
demostracién en CDN ‘r—+ 5", por ejemplo, lo que equivale a una aplicacién
de Re; en HB, sobre p— ¢, con p/r, q/s.

I} Rey lo es porque es comrecto en CDN wun paso como el siguienle, que
equivale a una aplicacion en HB de Ray con 2/y:

L1 (0 Px ) Teorema
x L2 () {x} Px RI{); Li.
L3 (0) Py RE (); L2.

{'«’ no estd libre en L3, porque ‘Px’ es un teorema si s que, COmo SUPOnemos, ¢f
una fémnula escrita en wna demostracidn de HB).

1IT) Ray, por la misma razén que Rey,

iV) Re, por la misma razén que Rey, como muesira la demostracidn

L1 {0} {x} Pz Teoiema
L2 (0) Py RE(); LL
iy L3(0) () Py Ri{ Lz
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Las reglas de B sobre la cuantificasion dag de sf res
aleanzables en CDN,
La regla Ry; de HBE permite pasar, por ejemple, de un %

p—> Qs
en el que p’ no contiene a "2, & un teorema

P>y Q.

Este paso se justifica en CDN por la siguiente dc acidm:

L1 () B Ox Teorema.

L2 (2) e RE,

L3 (@ Ox BE - L1, L2
¥ L4 (2 {w} O RI{) L3

L3 (G w— (%) QOx Bl - L4,

(%" no estd libre en L3).
La regla By, de IIB permite pasar, por sjemple, de un loorema
Qx> p,
en el que P’ no contiene a %, a un teorema

Axx—p.

Este paso se justibea en CDIN por la siguiente demost

L1 () Ox— p Tenrema
L2 {2 Hr Ox BP.
z L3 (B % REH,; L&
4 (2 o REE-»; LI, L3
L5 Tz Qx - g RI—»; L4

('« no estéd libre en 15).

Las anteriores consideraciones muestran que todo teorems de HB es
también un teorema de CTDNN: pues todos los axiomas de HE son tcoromas
de CDN, y todo lo gue puede obtenerse en I8 de esos ariomss mediante
la aplicacién de las reglas de HB puede también cbiensrsze en CDN.

Todo teorema de CDN e un tecrsmo de HE

Come queda dicho, Ia relacién que agui nes intoresa comprobar entre
HB y CDN no quedari establecida hasta el apartade iente, 88, pues ya
hemos visto que en el sistema HE es imposible que una operacidn
equivalente a la de RBl—» en CDIL

Dejando esa cuestidn a un lado hasta 68, la parie v

5

tvo-funcional
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de CDN no presenta més problema que la justificacion de las reglas sobre
‘~"y ‘4", La dificultad es, en realidad, debida a la notacidn de los axiomas
y de las reglas. Pero por lo que hace a las reglas de CDN sobre los demés
functores veritativos, su justificacién en HB no tiene ni esa dificuliad nota-
cional. Por efemplo, la regla RI v de CDN, que permite pasar de una férmu-
fa 'p’ a una férmula “pv ¢, se justifica en HB por la demostracién a par-
tir de p":

Li e Premisa.
12 p=pvyg AZ
L3 pPvyg BE L1, LE

Atendamos pues a las reglas de CDN sobre ~ y sohre ‘A

RI ~ de CDN permite afirmar, por ejemplo, “~ p" bajo las premisas
‘ne> Gy pe> ~ q. La siguiente demostracién a partiv de esas premisas
en. HB muestra que la operacién es también Hcita en este sistema:

L1 P g Premisa 1.

L2 P~ g Premisa 2.0

13 [p—=gl=lsvp—svyg] Ad,

L4 SYp-3>s¥qg Rp; L1, La.

I3 AP = e PV Bog 8/ ~p, p/ ~q; 14
L6 [p= ~gl=~pvyg (D2); L.

L7 ~pPY¥g Ra; LE, 16

L8 ~PY P Bei: g/ ~p; LT
L9 pyp—>p Ad.

LIO PV P P Rey: p/ ~p; 13,
L1t ~ P Bp; L8, Lis

La regla BE ~ de CDN permite, por ejemplo, pasar de las premisas
7y '~ p auna alirmacién cualquiera, ‘g’ La justificacién de esta operacidn
ext, HB es trivial (pues en realidad la regla Rey de HB da més que RE ~ de
CDN sobre la negacidn), Ry, permite, en efecto, pasar a afirmar *g” con séle
la premisa “p’, sin necesidad de usar la premisa “~ p’ ademds:

L1 2] Premisa
L2 g Hoy: plg

Lsta trivialidad de la operacién correspondiente a FE ~ en HB se debe
a que la afirmacién de una férmula atémica es ya una inconsistencia.
En CDN la afirmacién de una férmula atdmica es imposible, pues una
formula atdmica sélo puede ponerse como premisa, no afirmarse.

El que Rs; de HB de sobre la negacién mis que RE~ de CDN no debe
preocupar: ya hemos visto antes que, en conjunto, CDN rinde todo lo que rinde
HB {gue todo teorema de TB es teorema de CDM), o sea, que HE no es mis
potente gue CDN.
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Las reglas Rla y REade CDN son de justificacidn 6o
laboriosa en HB {aunque sélo por motives de na n}
c6moda la justificacién de RI 4 en HB empezaremos por
una regla auxiliar (transitividad de ') a la que llam

mente mas
Para hacer més
curamos en HB

Py g, g7

Rl‘&,@l :

B

La justificaremos mediante ia siguiente demostine {que es, en rea-
lidad, una argumentacién metaldgica, como toda jus 1 de regla ane
siliar, en la que en vez de expresiones del lenguaje jefn, comno P o g,
E_labrfa, que usar variables sintdcticas, cormo X ¢ Y, v ¢n ver de functores
del lenguaje objeto, como v, nombres suyas, coma “v”. Poro esta Hbertad,
Gue suele tomarse en casos como éste, no tiene ninguna
cia porque no se producen formaciones reflexivas (cfr, 1

L. p->q

Lz . g—>r

3 fp=agl-slsvp—svyl

L4 [p—=gl—=|~svp—sr~svg] Bep a/— s L2

5 [p>gl—=ls—=p]—=[s- qil (D) 1.4,

16 lg—=rl=lp—gl-[p-rl] Rey: p/q, g/r, s/p; 15,
L7 lp—ql—[p—r] Rg; L2, 18,

LL8 pr Hg L1 L7,

Contando con RAS, podemos justificar cémad tc Rlsen HB. BRI
permite en CDN, por ejeruplo, pasar de las premisss % v ¢° a la férmula
‘PAag. La operacién es lcita en B, como muestra la sicuionte demostra-
cidn (RAB; se aplica en la linea L12): !

@

L1 v Premisa 1.0

1z e Promisa 2.8

13 [p—>gl—>[syp—svqgl Ad,

14 [~pvgl—svp—svq] {02y, L3,

L5 p-rpyg Al

L6 rva Bg; Li, Ls

L7 ~ PV Be: o/~ L
18 SYp vy Bg 14 L7

L2 SYP-r3¥S Bay g/a

LG pyp-sp Al

il §Y3-> 3 Reay; pfs: L1G
L12 SYPb g RAG; L9, LIL
Li3 ~fsvplvs (D2, L1

Ll4 pyg—=qgvp A3

Li3 ~[svplvs— sy [svp] Bea: g/~ [svpl, g/s L14

11, e THTROTUCATAY A LA nGGICA
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Lls sv o [svp] Rg; 113, Li5.

.17 ~gyv~f~qgyv~np] Ray: 8/~ q, p/~p; L16.
Lis G =»~[~qgv~p] (Dz), LiT.

L19 ~ [~ qgv~p] Rg; L2, Lis.

120 gap (1) Lig

La justificacion de la operacidn Rla en HB nos suministra una nueva
regla auxiliar para HB, a la que lamaremos BAa,:

P.q
prg

Esta regla, junto con la definicién (D3), justifica, por otra parte, como-
damente la operacién RI <> de CDN en HB:

RAa 1

L1 p—>q Premisa 1.2
L2 g—=p Premisa 2.
L3 (p—>qglalg—pl Réa; L1, L2
14 peyg {3y L3

Llamaremos RA < a la regla auxilisr asl justificada paza HB:
p—=q.9—=>p
Py

Por lo que hace a RE A de CDN, facilitaremos su justificacién en HB
pmcarandonos anfes un teorema auxiliar, la ley de doble negacitn,
‘D> ~ ~ P, que ya conocemos por CDN, donde es el teorema (TE1), pero
que no hemos demostrado adn en HB {y mientras no tengamos comprobada
ja igualdad de rendimiento de CION y HB no podemos tomar para B teo-

remas demostrados sélo en CDN). La siguiente demostracion de ‘p € . ~ ¢’
en HB utiliza las reglas auxiliares recién justificadas:

BA <

L1 p—pvyg AZ.

L2 p—opvp Bey; g/p; LL
L3 pyp—p : AL,

4 poyp RAS,; L2, L3
L5 ~pvyp {D2); L4,

18 pvg—sqgvp A3

LT ~pyp—pyv~p Bay: p/~p, g/p; LG
I8 pv~p Rg; 13, LT

19 ~pv~e~p Rap: p/~p L&
L0 p—o~np (D2); LS.

Il ~p—=r~~e~p Rep: p/~p; L10.

112 [p—gl-+lsvp-ssvqg] Ad,
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13 [Ng)wémwwg}j—:» [svrp—28v

tar o P Ray: plep, g/~ ~p; 112,
LI S¥ P56 mm wp Rg; L11, L3, e
%15 BY e PP BV s e Boy: s/p; Lid.
L1 gy ~p Bp; Le, LiB
LE? PV P e i Ba: G/ e sy LB,
L};& e 13 BE; .i,iﬁ, Li7.
LIS wwp—p {D2y; 118
120 P Bﬁ;@l, LG, 118,

e comodas
7. por

Con el auxilio de la ley de doble negacidn puede just
riente RE 4 de CDN en HB. Se trata de justificar Iz of;
ejemplo, partiendo de ‘pag:

LI pag FPremisa.

LZ ~[~pv~g] (D), L1

I3 p—pvyg AZ

14 ~lepv~agl—s b ¥ e qlvp Bag pi~[~pvegl; q/p; L3
Ls ~~pv~glvp Ag: LY, 14, )
I8 ~pyveg-—>p (bay; 1.3

LT ~p—=r~pyv~g Rey: f"/’wﬁ‘ gl g B3
L8 ~p-yp BAg;; L7, L6,

L8 mmpvyp {09y 18

LI pvp Ley doble negacifn,
LIL pyvp—yp AL

£12 p Bg; 1310, LiL

La justificacién de la operacién REa en HB nos suministra otra regla
anxiliar, a Ia que Hamaremos RA ay:

RA A, Prg
Plg

Con ella, paturalments, Dus{io exﬁimr?ﬁ:se iz imnﬁcacmg ale 3;3 « de CDN

szqme&a notacmna}

Por lo que hace a las reglas de CDN sobre ¢
glas no criticas, RE () v RI &, son de fustificacion
AB y A6 rﬁpectzvamente

Las roglas BI{} y BEH de CDN parecen a p: vista wés fuertes
que las reglas c&anﬁﬁcau‘m ales de HB, Perc éste mo es el caso, como se
aprecia si se atiende a todas las prevenciones que ac 1 al uso de
esas reglas en las demostraciones en CDN. Para hacer més scneilla y répida
la comparacién, debe recordarse que toda operacién en HE da Eug;u- a

por los axiomas
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teorermas, a formulas afirmadas; por eso lo que tenemos gue comparar con
HEB no son usos caalesqmem de R1{) y REH en CDN, sinc usos que den
lugar a teoremas sin mas que una aplicacién de RI— (si la hay). Hay que
comparar con las operaciones posibles en H3 lo que llamaremos usos, pasos
o resultados ‘definitivos’ de RI{} vy REJ en CDN. Asi pzemsado sl ob-
jeto de la comparacidn, se aprecia que RI { ) y RE & no rinden més de lo que
puede conseguirse en HB., Vedmoslo a propésito de RE .

La aplicacién de REH no da en CDN un resultado definitivo mas que
si la variable anotada no queda libre ni ha sido anctada previamente
en la misma demostracién, La primera condicién excluye que pueda
considerarse definitivo en CDN el paso a “Py, por ejemplo, a partir de
“Hx P2, pues ‘i quedaria libre en la férmula “Py’:

Lo (n) Hx Px RP.
y La-F1(n) Fy REH, Ln.

Para evitar que Y quede libre en el resultado definitivo habria que li-
garla. Pero la segunda condicién excluye que se pueda ligar a “y’ por medio
del generalizador “( ), pues entonces, aunque efectivamente ' dejarfa de
estar libre, se producirfa una doble anotacién de dicha variable:

Lo (n) Hx Px Re,
y Ln-+1 {n) Py REH; Ln
v Ln--2 (m) {y) Py Ri{); Ln-} L

Por tanto, el fnico uso de REH que puede ser definitivo es el que
vuelve a ligar la variable anotada mediante el particularizador “H':

Ln (n) Hx Px RP.
y Lo-41{® Py HBEH; Ln.
In-42 () Hy Py RiH; Ln-+ 1.

En este caso el resultado es efectivamente definitive. Pues para con-
seguir un teorema no hay ya qgue aplicar ninguna regla de cuantificacion,
sino RI -, Pero este resultado se obtiene en HB, a partir de la misma pre-
misa, en un solo paso, por R:

I.1 Hx Px Premisa
L2 Hy Py Ré: x/y; L1

Una reflexién anédloga (para mostrar que el Gnico use definitive de BRI {}
es aquel que procede de una aplicacién de RE ( }) justifica en HB los usos
definitivos de BI { } en CDN.
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En el caso de BI () puede darse una demostracidn directa uy brove en HB:
L1 Py Premisa
1.2 B BV G AZ,
L3 PG> GV D AB.
L4 P> GYD RAB,; L2, L3
1 Py-s qgv Py Bey: p/Py; L4
LB g v Py HE, L, L5,
L7 ~ gy Py Ray:g/ ~ 3 L6
i 5— Py (D2); L7.
LY §—» Px Reag: 4/x LS.
L1 lp>pvgl— Pz Repa/p—pyg; LG
L1l [p—spvgl — {x)Px By L0
112 {x3Px Bg L, L1L

No nos queda pendiente més gue Ia operacion de la rogia Rl-», para
poder adritir que todo teorema de CDN es también un tecrema de HB.

80, i teorema de deducoién, — La presencia de la regls RE— en CDN
representa la diferencia esencial enire este cdleule vy HE o HE una pre-
misa se manipula exactamente igual gue un axioma o un teoromn del sis-
tema. Es la persona gue usa HB la que sabe qus tal o cusl f&mula que
ha introducide es una mera premisa. HB misto la trata como sl fuera un
teorema, “sin distinguin”, por asi decirlo, entre éstos | ndo en ellos
los axiomas) y las premisas. En cambio, TDN “d " entre unos y
otras, pues tiene un trato especial para las segundas: pr
cacidn de la regla Rl

Yamos a considerar ahore ¢dmo puede mibroduciise en el funciona-
mientc de HBE la distincidn entre premisas y teoremas, de modo gue el
funcionamiento misme de HB tengs un trato esp
Esto puede conseguirse imponiendo algunas restricc
demostraciones en HB que sean demosiracionss a pmm
teoremas, naturalmente, por lo comdn). Para averiguaz
nos inferesa imponer a las demostraciones en HE 2 p de premisas,
vamos 8 intercalar ahora una breve reflexion acerca de qué son promisas
en el sentide relevante para este contexto.

remisa’ pueds tener uno de dos significades p
a la cual se aplica una regla de trasformacidn; en ests
también puede lamarse "promiss’ a un tecrema o 2

i 1.9Y formula
lo es claro qus
4, 0 25 esto, na-
a

paiin de premisas’, pues en sste sentido de “premwisa’ todos las demostra-
ciones lo son a partir de ellag, 2°) Fbrmula ecuya verdad no consta en el
interior de un determinado sistema (en nuestro caso: HB). Tal vez se sepa,
por datos procedentes de fuera del sistema, que la f8rmuls es verdadera,

Tal ver se ignore si lo es o no, v tal ver no Inferese va saberlo (éste

B

turalmente, lo que entendemos cusndo hablamos de uns ﬁ(“’?(}t"”d'&"“ﬂ :

»
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sera siempre el caso en logica pura). En todo caso, si consta su verdad,
ello serd empiricamente, por asi decirlo: no formalmente, no porque sea up
teorema del sistema formal. En este sentido hablamos aquf de premisas.

Que esa es la significacién do ‘premisa’ que nes interesa puede quedar
claro por lo siguiente: si las frmulas que se usan como premisas en una
demostracién (en B o en CDN) son teoremas, bastaré intercalar en la de-
mostracién las demostraciones de dichos teoremas para que la demostra.
cién lo sea exclusivamente a partir de axiomas.

Asi pues, una premisa es una afirmacién factual sin justificacion formal.
Si es verdadera, lo serf como una afirmacién empirica, por ejemplo, como
el enunciade “este agua estd a 35 O

De esta naturaleza de las premisas se desprende una interesante conse-
cuencia para el cdlculo con ellas: que no puede tener ninguna utilidad en
HB sustituir variables de una premisa, o cuantificar sus variables indivi-
duales. Pues esas operaciones, practicadas sobre premisas, son en realidad
introducciones disfrazadas de nuevas premisas. Trasforman, en efecto, enun-
clados factuales; y trasformar un enunciado factual es enunciar otro enuncia-
do factual (afirmar un hecho en vez de une primere no es explicitar una
consecuencia, sino, simplemente, afirmar otro hecho). Por tanto, en vez
de practicar trasformaciones sobre una premisa, lo correcto es tomar desde
el principio la que haga falta. Por ejemplo: supongamos que alguien cuents
con la premisa 7’ y quiere aplicarla a un teorema “p > q’; v supongamos
que decide para ello someter v’ a Ry con +/p; y que luego afirma ‘¢ a
partir de la premisa 7. La operacién ha sido un autoengafio: la persona
en cuestion ha cometido una falacia si ‘p—s ¢’ era un teorema empirico;
y ha perdido el tiempo si “p— ¢’ era un teorema formal. En efecto:

Si ‘p—>+q era un teorema empirico, como
Juan viene > Luis se va

y "7 un enunciado empirico cualquiera (distinto de ‘%', naturalmente), como
Pedro viene,

entonces la operacion Bay con 1/p es un sinsentido.

Y si "p—> ¢ eva un teorema formal, entonces, por Ray con p/7, también
es un teorema formal 7 — ¢, y con " se puede obtener correctamente ‘¢
por Bg. La trasformacién de la premisa era pues initil, ademdas de ser con-
traria a la naturaleza de premisa de 7, patente en el caso de la argumenta-
cién por RS en un lenguaje empirico {en nuesiro ejemplo de Juan, Lais
y Pedro). )

La anterior reflexién nos sugiere cudles son las restricciones que de-
bemos imponer a las demostraciones en HB a partir de premisas para que
realmente traten a las premisas como lo que son, como afirmaciones fac-
tuales desde el punto de vista de HB. Definiremos del modo siguiente la

|
J
i
!
1
i
I
?
|
]
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ahroviar: Pede-

2

nocién de demostracién an HB o partir de premisas
mostracidn en HE):

La demostracién d es upa P.demostracidn de X en HB a partiv de la
premisa ¥ cuande d es una demostracién de X en U8B a partir de Y,
e Y no contiene variables de enunciado, va cativas o va-
riables individuales que sean objeto de sustituc tificncidn en d.

mie, en d, sin
7 practicadas
ns & partir de la

Sustituciones y cuantificaciones puede haber, nas
que por ello d deje de ser una P-demostracién. Pero
solo sobre axiomas, tecremas o férmulas va demostr
premisa, axiomas v tearemas.

Adoptaremos ademds la convencidn, bastante natiral y siompre se-
guida hasta shora, de que la primera Srmula de vwna P demostracidn de X
& partir de ¥ es la premisa ¥, o un axioma ¢ un fe 5 de HB,

En esie punfo puede suscitarse una duda. Puede to
concepte de P-demostra {es decir, las restricciones
traciones a partlr de premisas en HB) sea mucho mias o
tracidn bajo premisas en CDN, Io que harfa indti] toda comn
sistemas, Pues en CDN se pueden practicar cu
individuales de wna premisa v, consiguientements, fon
riables individuales (no de enwncindos, n predicativas),

FPere esta diferencia ne supone una diversa « T
s0lo dos modes distintes de precisar su naturaleza de pr
cion en CDN ne hay ninguna lnea afirmada, salve las
premisa {es decir, las que se escriben bajo 0 premis
que se hacen bajo promiss ne comprometen, por ast
P-demostracién en HB cada Hnea se presenta como
debemos tomar medidas restrictivas para gue se o
bien: en las frmulas de CDN gue son affrmacion
tamente lo misme que en las Ynoss de una Pod
la premisa no esti tro
demostracién en CDN:

en efecto, que el
t2s & laz demos-
ho que la demos-
aoidm entre ambos
s de las varisbles
én mstituciones de va-

o Fe

n de la premisa, sino

1 en una demostra-
1o se escriben baio
e50 las operaciones
En cambio, en una
frmacibn, y por eso
¢ de ofvo modo. Pues
¢ con la premisa exac-
ent HB, a sabor: que
de sor la siguiente

LI (D) Py AP,
L2 (4 Hx Px Rix; L1
L3 (O Py~ Hx Px REH; 18

En la dnjea formula afirmada, Py —>Hz Py, I nr
igual que se introdhiin. En CDN, més que frasf
lidad se va “arrastrando”, lo que se hace as con
nsas.

En resolucién: prohibir en CDN afimmar Hrmulas
lo mismo que prohibir en HB practear sus
premisas, El concepto de P-demostrosidn no se SCPATR, T
misas en cunlguier célesle, CDN u ofro.

v Py oestd exnctamenie
Iz premiss, que en res-
1 “

las bajo pre-

e

e

H

bajo premisas es
Hfcaciones sobre
=, del use de pre-
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Una vez fijado el concepto de P-demostracién, es posible mostrar que
HB tiene una propiedad que, en la préctica, para la cuestién del rendi-
miente del sisterna, equivale a la presencia de BRI~ en GDN. La propie-
dad en cuestidon puede formularse asi:

Si en HB existe una P-demostracién (PD) de X a rartir de la pre-
misa ¥, entonces en IIB existe también una demosiracidn (D) de
Y- X

Esta afirmacién en cursiva es una versidn bastante intuitiva {por la
nocién de P-demostracién) y simplificada (por no tomar en cuenta més que
una premisa) de un metatecrema llamado ‘teorema de deduccién’. {Un me-
tateorema es un teorema del metalenguaje del sistera considerado, en este
caso del metalenguaje de HB; también puede decirse “teorema metalégico’.)
Pero la llamaremos por brevedad ‘teorema de deduccién’. Para nuestra
tarea — terminar la comparacién de HB con CDN — esa versidn va a ser
suficiente, como veremos ahora, antes de proceder a demostrarla.

Ll teorema de deduccién no nos va & legitimizar la operacién de RI—
en HB. En 1B no se puede introducir una nueva regla {una regla auxiliar)
mds que construyéndola con las reglas primitivas. ¥ eso no es Io que hard
la demostracién del teorema de deduccién. Pero el teorema de deduccién
nos va a garantizar que para todo teorema, ¥ — X, obtenido en CDN por
RI-+», hay en HB una demostracién de ¥ — X. Mas precisamente: supon-
gamos una férmula, X, obtenida en CDN (sin usar BRI —) atin bajo la dnica
premisa ¥, y en HB a partir de la finica premisa ¥, usada auténiicamente
como premisa {0 sea, en una P-demostracién). Eatonces, igual que en CDN
es posible demostrar el teorema ¥ ~» X (f6rmula sin ninguna premisa) por
medio de RI~» aplicada a la linea en que estd X, asi también existe en HB
una demostracidn de Y — X. La diferencia de estructura entre los dos sis-
ternas sigue en pie, y a la luz del teorema de deduccién esa diferencia
puede expresarse asi: en CDIN no hay mis que vna demostracibn, en la
cual, iras obtenerse X bajo la premisa ¥, se obtiene ¥ — X bajo ninguna
premisa, o sea, como teorema; en cambic, en HB hay dos demostraciones:
una P-demostracion de X a partir de ¥ y una demostracién de ¥ — X. Pero
desde el punto de vista del readimiento, que es el que aqui nos interesa,
esa diferencia es irrelevante: lo esencial es que si ¥ — X es un teorema
de CDN (en el que estd obtenido con una aplicacién de RI —), entonces es
también teorema de HB (pese a que en este sistema estd excluida la apli-
cacion de esa regla). Precisamente porque lo que nos interesa es comparar
el rendimiento de los dos sistemas, aceptamos en 5% que CDN rinde todo
lo que rinden las reglas Rey v Ras de B, a pesar de que en CDN no hay
ninguna regla que autorice a pasar, por ejemplo, de ‘pyp-+p a rvr—¢,
cosa que en cambio es posible en HB, Pero para la comparacidn de rendi-
miento basta con saber que si ‘pvp—p'y #vr-»7 son teoremas en HB,

entonces también o son en CDN {aunque por dos demostraciones). Esto es
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I que vimos entonces. Y lo que nos indica el teorema de deduceién es que
si ¥ — X es teorema de CDN, entonces tambidn lo es de HEB (aunque con
ofro esquema demostrativo: con dos demostraciones en vez de upa como
en CDN).

Para justificar el teorema de deduccién mostravom
P-demostracidn, (PD) de X a partir de ¥ en HB, pu
mostracién, (D}, de ¥ — X, la cual presenta las sig aracterfsticns:
(D) conserva todas las lineas de (PD), pero tiene intercaladss entre ellas
otras lineas nuevas, entre otras, para cada formwla, V,, de vwmna linea, Ln,
de (PD), una linea con una férmula nueva, ¥ — V.. Pars la #ltima Ynea de
(FD), que es X, la nueva linea de este género serd ¥ — X. Por tanto, (i3}
serd una demostracidn de ¥ X,

e lo que se trata, pues, es de mostrar Ja posib
ciones para todas las lfueas v casos posibles. El escrema de la argumen-
tacién es el de las demostraciones “por induccién”, en este case, por in-
duccidn sobre el ntimere, n, de las lineas de (PD). Mostraremos: 1.9 gue
para la linea L1 de {FD) es posible una intercalacién en (PD) con la que
se demuestra ¥ > Vy; 2° que, si la posibilidad de Ja intercalacidn se ha
demostrado hasta la linea Ln-1, o5 decir, si se han pog realar fdrmu-
Ias Y=V, Y2V, .., ¥-» V.., enionces la ink a es también
posible para la linea Ln, con una nueva férmula demostrada ¥ — V.. Con
esto, por el “principio de induceidn” cuyo esqrema es el 5° axioma de
Peano (cfr. 37), quedard establecida la posibilidad de intercalacién para
todas las lineas de (PI3), o sea, la posibilidad de cons (D). Por simpli-
cidad tipogralica usaremos letras distintas para las Frmulas, en vez de V7
con subindices.

Linea L1 de (FD)). — La Idrmuda de la iinea L1 de (PD), V, no puede
ser, por la construccién de (PD¥), mds que ¥, o un sxioms o un feorema.

Case 2.V es Y. Entre Ias lineas L1 y L2 de (PD) preds
tonces una demostracidn del teorems Y — 7. (D) ¢
este primer trame con el siguiente aspecto {comp
(PD}, & la izquierda):

o5 que, dada una

& de esas intercala-

s

rerealario en-
uida en
o con el inicial de

(P13} iy
I Y Premiss Il ¥ Premiza
ig L B pvg AZ,
. LI p>pvp Bos: g/p; LL

LI pYp-» D Al :
LIv P p BAS,, LIL LIIL
Ly Y@ Bay: p/Y¥; LIV,
L2
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(En la notacién admitimos la mezela de simbolos del lenguaje objeto v sim-
bolos metalingiiisticos — sintécticos —a la que ya antes aludimos y que no
tiene riesgos. Para cada {(PD3), X serfa, naturalmente, wna férmula del lenguaje
objeto, v lo misma Y.}

Caso b, V es un axioma o un teorema, en ambos casos una férmula vi-
lida en HB. Puede intercalarse tras la linea L1 de (PD) las Hneas que de-
muestran ¥ — V. Aspectos inicial de (PD)) v de la demostracién resultante,
(D), en cste tramo en este caso:

D) )

Ll ¥V Axioma ¢ teorema 11 v Ax. o teor.

L2 LI p-spvg AZ,

LiI pvg—>gvp Al

LI pogyp BAg,; LI, LIL
LIV V-gvV  Rey: p/V; LIIL

Lv gvV Rp; L3, LIV.
Vi ~YyV Bog: g/~ Y; LV,
LYII Y-SV {2} LVI,

12

o

La intercalacion para la construccién de (1) es pues posible para la
linea L1 de (FD).

Hipdtesis de induccidn (11I). — Suponemos ahora gue la intercalacidn se
ha conseguido hasta la linea Ln-—1 de (PD).

Linea Ln de (PD}. — La férmula de la linea La de {PD), ¥, puede haberse
conseguido aplicando & una férmula de alguna linea Ln—r, Z, alguna de
las reglas Ray, Ry, Rag, Ry; Rys, o RS, o bien aplicando a dos férmulas,
Z v W, de dos lineas anteriores, Ln —s v In—t, la regla BE. Como es
natural, V puede ser también un axioma o un teorema. Pero entonces la
intercalacién que da ¥ —V es Ja misma que en los casos respectivos para
la linea L1 de (PD). Atenderemos pues a las ofras situacicones posibles,

a) V procede de Z por Raz. — Por la hipdtesis de induccitn, como la lnea
de Z es Ln —1 o anterior a Ln-—1, hay en {IJ) una formula ¥ — Z. Pro-
cedemos en (D) a la siguiente intercalacién, con la misma visualizacién
que antes:
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(D) ©)
Inezr Z Im ey Z
Ln v Bey Lo ey Lg Y 4 (HD
I+ 1 .
L 17 Bey n—v
5:_(5 %1 ¥V E(}ll; L}g.
im 1

El subfndice ; indica sélo que Lp 85 uva lines nueva, wna ¥rea de (D),
nere no de (PD) al principio, v va numerada con una cifys romans, El paso
de Za¥ en (PD) es por Rey, pongamos por p/q. Come (P1)) es una P-de-
mastracién, ¥ no contisns ninguna variable sustituida en (PD) (en este caso
del efemplo, no contiene ). Por eso la misma o “ién de Rer que en
(PD) permite pasar de Z a V, en (D} pormite posar de Y= Z a Y= V.
(No hemos supuesto que en (PD) Z fuera la & nmediataments an-
terior a V (no hemos supuestor = 1), Esto es, natur
la hipétesis inductiva nos dice que las ntercala:
Ln—1. Para simplificar tipogrificamente los sy
partic de ahora a ese “vealismo” vy supondremos gue 7Z
Ln-—13

S reninc

estd en la lHnes

by V procede de 2 por Ras. — For la hipétesis de in oitn, sabemos gue
en (D} se Hene va, como fruic de una infercalac en (PD), Ia fhrmula
Y—Z Elpasode Z a V en (PD) es por Rag, = itn de una variable
individual por otra, pongamas, x/y. Por construceidn de 1a P-domosiracisn
{FD), ¥ no contiene a ‘%, Consiguientemente, coms en el sasn anterior, la
misma sustitucion que en (PD)) lleva de Z a V, Heva en (D de Y > Za
¥ —> V. La intercalacién es pues:
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(PD) ()
In—1 Z In—1 Z
In Vo Rog: x/y; Lm— 1. Lg Y—=Z HI
In+41 Ln Y Reg: 2/y; Lon—1,
. LRfl Y=V RO.’;;,I x/y, Lﬁ.
Ln 41

¢) y d) V procede de 7 por Rey 0 por RS. — La intercalacién se construys
coro en os dos casos anteriores, con la regla correspondiente.

e) V procede de Z por Ry,.— Por la hipétesis de induceidn, en (D) se tiene
ya una linea Y — Z. De Z se pasa a V en (PD) por generalizacién poste-
rior, Ry, Esto supone: que Z es un condicional, W — 8, que la variable ge-
neralizada, digamos v, esta libre en 5 y no aparece en W; y que V es
W —» {x)5. Ademds, como (PD) es una P-demostracién, ¥ no contiene’x’.
La intercalacidn entve formulas de (PD) para construir el correspondiente
tramo de (D) es pues:

(PD) )
In—1 W35 In—iW—§
In W ()5 Ry In—1L
a4+ 1 .
. Ta Y [W—§] (HI)
. In W s (x5 By Lo 1
. Lpa Y= (%) [W-»5]Ry; Ly
Tipen Y- [W - (5] (TP18).
In41

) V procede de Z por Bz — Por la hipétesis de induccién, hay en (D)
una linea ¥— Z. Como en el caso anterior, Z es un condicional, S W,
%" estd libre en 8, 2" no se presenta en W, y V es Hx§ > W. Por ser (PD)
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una P-demosiracidn, ¥ no contiene a 2. La intoroalnsién que necesitamos
tras Ja Hnea Ln es:

D) ()

Ln—1 S W n—1 §—=W
In HxS - W Byg Ln—1
Inm+1

La Y (8—W7 {HD.

In Hxl W Beyg: Im—1
L Y= (2} S - W] Byy La
Lomeg Yoy [HxS - W] (TP18).

Queda por considerar el ultimo caso:
g)V procede de Zy W por BR.— Por la hipdtesis de induccién, hay en (D)
una linea ¥ — Z y una linea ¥ — W. 7 tlene que ser en (PD) ¢l condicio-
nal W-»V, La intercalacién en (PD) pars formar el comespendiente
tramo de (I3) es:

(PD) )
n—%8 W=V In—Z2W-—-V
Im—1 W
LIn vV B In—& Lo—1

In 41 .
. Iz Y — [W - V] (HI
Lo IW

Leq Y—W (8D
L}g+2 y —3 ‘g}’ R a’gsfj?;; En — 2, Ez}g;g
In-1
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Con esto queda completada la demostracion de que es posible realizar,
en la P-demostracién (PD) de X a partir de ¥ las intercalaciones que la con-
vierten en la demostracién (D) de ¥ —s X. Lo cual es una demostracidn del

EL SISTEMA DE LA LAGICA ELEMENTAL

feorema de deduccidn.

La anterior demostracién es incorrecta en los pasos e) y g), porque en ellos
se usan dos teoremas, (TP18) vy (TP19), que no han side previamente demos-
trados en HB. Pero los dos son teoremas de HB, e aqui, por ejemplo, una de-
mostracion de (TP18) en HB:

Empezaremos por justificar una nueva regla auxiliar de HB:

Ry, X— Y- 2]
Xa¥Y—= 2
Justificacidn:
L1 X-»{¥Y—>2Z] Premisa de la regla.
L2, ~ X [ Y e Z] {D2); LI
L3, [~ Xy YIvZ pasc meramente notacional, por
la asociatividad de ‘v
14, ~XAYIvEZ (D1); LA3.
L5 Xa¥Y>Z (D2);, 1.4,

Rehaciende la demostracién a la inversa, se obtiene ot regla auxiliar més

para HB:

RAys

Xa¥— 2
N [Y > 7]

Con estas dos reglas auxiliares podemos proceder a demaostrar (TP18) en HB:

LI.
L2.
L3,
L4.
L3,
L.
L7.
L8,
L9

Lie,
L1i
L12.
113
L14,
L1s.
L16.

{x3Fx —> Py

@~ Q2w Px] > ~ Qz v Py
{230z — Px] —» [Qz — Py]
(2}[Qz = Px] 4 Qz — Py
(x)[Qz — Px] a Qz — {y}Py
(x}iQz — Px] o Oz — {x)Px
{0z — Px] —= [0z — {x)Px]
(@} Py — Px] ~» [Py — {(x)Px]
lp—>ql —=lsvp—ssvyq]

A5

Hag: P/~ Qzvw P; L1 .
(D2); 1.2 :
RAyg LS.

By L4,

Rg; L5,

RAys; LS.

Ray: Oz/Py; LY.

Ad,

[{3Px > Pyl —» [sv (x)Px —> sy Pyl  Ray: p/ix)Px; q/Py; 18

sv (x)Px—> sy Py
sy (3Px > ([ v Pyl
sy {x)Px ~» (x)5 v Px]

Rg; L1, Li0.
R‘)"l; Lll
B3 y/x; L12

~ Py (x)Px —> (x}{~ Py v Px] Beay: 8/ ~ Py; 118,

[Py — (x)Px] — (x)[Py — Px]
(x)[Py — Px] < [Py — () Px]

(D2); Li4.
RA <3, ; L8, Li5.

Andlogamente se demmuestra en HE (TP18).
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El papel del teorema de deduccién en la teorfe ldgica no es el gue.
tiene aqui de ilustrar la igualdad de rendimiento de 2B vy CDM; el teo-
rema de deduccidn es parte de la metateorfa de los
¥ s, como el principio de éstos, histéricarments anterion

ariomiticos
al célevlo de la
deduccién natural. Precisamente ésie puede entenderse como inspirade
en la idea de convertir el teorema de deduceidn, que €5 un fcorems meta-
Idgico, un teorema sobre el cdloulo v 1o del chleuls, en una regla de tras-
formacién del cdlouls,

Perc incluso en su papel sustantivo para el estudic de los sistoras axio-
maticos, el teorema de deduccidn esth relacionado con el toma para el
cual nos ha side 4iil aqui. Pues ¢l teorema de deduccién se aduce en ge-
neral, enire otros motivos, por mostrar que la nocién de demostracidn a
partir de premisas recoge “naturalmente” en el sistema ico la idea
intuitiva de la relacidn de consecuencia entre enuncisd na esquemati-
zacién extensional de la cual es "', Hste tcorems tiende pues 2 doecu-
mentar la “naturalidad” de la demostracidn en el sistornn itico. Ahora
bien: reproducir la “naturalidad” de la deduccién es preci
tivo inspirador de CDN,

]

La presentacién de la demostracidén inductive del s
ficado se basa en la construccién del teorema de dedu
un sistema de légica de eromcolados v de légica de prodic
com esquermas axiométicos y axiomas. Differe de slla por el
nocion de P-demostracién, v por algunos expedientss de sxpo
tecrema de deduccidn es de . Herbrand (1928).

s de primer orden
ho aqui de ka
., La idea del
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RENDIMIENTG DEL CALCULO LOGICO ELFR:

81. Los metateoremas sobre ol rendimionts, — En o] comila X, con
motivo de la comparacién entre CDIN v HB, hemos hablado roveti
de ‘rendimiento’ sin procisar mayormente esa pall
tamos ya con conceptos que nos permiten precisar o o
rendimiento de un cileule’. Esos conceptos son los de iwtenieis, com-
pletud y decidibilidad (cfr. 18}, Estudiar ol rendimicnto de un algoritmo
es estudiar su comportamionto respecto de osas fres espe-
cialmente respecto de las dos primeras, que sou las de nieré Xdsico.
Un estudic de esa naturaleza es metalégico: sus romi#3d0s no son afrmo-
ciones del céleulo, sino afirmaciones sobre el cilouln, metateoremas. {Un
ejemplo de metateorema es el teorema de deduccibn, estadiade en 60.)

El estudio del cileulo légico elemental ha estzblocidn las signientes
propiedades del mfsmo:

120 el céleule Mogico elemental es comsistente:

2.2 el chleulo légico elemental es completo; .

3% no tado el edleulo 1gico elemental es decidible, pero sf lo es parie
de éL

En el presente capitulo vames a estudiar la consisx
del cdleulo ldgico elomental, En ol capitulo XTI estr
relativas a la decidibilidad de alguna de sus partes.

Los metateoremas sobre el rendimicnio son, en general, de demosira-
cién sencilla en cuante a su principio, pers algo Ishorine por su téenica,
La complicacién tdenica se debe a la necesidad de suporer un nniverss de
infinitos individuos, o sea, & Ia necesidad de veferivso en las demostracio
nes a la totalidad de los sfabelos individuales; asns shmholos mueden ser
infinitos, y como no se les pueds tener materiaimente presentes s todos, es
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necesario arbitrar procedimientos que garanticen, por asi decirle, que se les
puede pasar revistza a todos sin confundirlos. Esos procedimienios con-
sisten en reglas estructurales sobre la formacién de las férmulas. En la for-
mulacidn de dichas reglas se encuentran las principales dificultades téenicas
de las demostraciones que nos interesa considerar.

Agui deseamos evitar esas dificultades técnicas, pero sin renunciar por
ello a tomar noticia de la naturaleza de las demostraciones metalbgicas,
con las cuales hemos empezado a familiarizarnos en 68. Para ello vamos
a referir estas argumentaciones 2 un universo finito, esto es, a un universo
del discurso con un conjunto finito de individuos, por ejemplo, el formado
exclusivamente por los individuos ¢ y b: Q = {&, &}. No por eso dejaremos
de aludir también a universos cualesquiera, Pero entonces nuestras indi-
caciones serdn meras ilustraciones o comentarios de procedimientos de-
mostrativos. Nuestras reflexiones no seran demostrativas més que cuando se
veheran a O = {a, b}.

En cierto sentido, el expediente de limitarnos a un {Q finito ne es tan
grave desde el punto de vista préctico o aplicado cuanto lo es desde el
punto de vista tedrice. Pues, como sabemos (cfr. 87), la légica elemental
no basta para formular las nociones fundamentales de la aritmética, pri-
mera ciencia en la cual tiene un papel esencial la infinitud del campo de
individuos.

Los siguientes esquemas de argumentacidn se basan en las demostraciones
dadas por W. Ackermann en la 3. edicion de Hilbert-Ackermann, Grundziige
der theoretischen Logik {1948}, aunque introducen en ellas simplificaciones in-
tuitivas v un punto de vista semintico que les es inesencial.

62. Consistencia del caleulo 18gico elemental. - La nocidn de con-
sistencia — o de compatibilidad, como también se dice—es en general
la de ausencia de contradiccién: un céleule es consistente cnando en él no
son demostrables contradicciones.

Tal come queda formulado — con la palabra ‘contradiceién’ — el concepto
de consistencia es seméntico. Pera sélo verbalmente: pues en vez de “contradic-
ciones’ puede decirse; “férmulas como ‘p A ~ p”, 0 ‘una formula y otra formula
que es como la anterior con el signo "7 antepuestd’. Y estas formulaciones son
sintacticas. En realidad, los conceptos de consistencia, completud y decidibili-
dad son susceptibles de varias formulaciones, y aunque en general nos aten-
dremos en cada casc a una nocidn, vamos ahora a obtener otro concepto de
consistencia, éste si verdaderamente seméntico, gque nog serd utl para hacer
mis intuitiva la argumentacidén siguiente.

Si un caleulo es inconsistente, no puede tener ningin modelo, ninguna
interprefacién que haga verdadero al sistema de sus teoremas; pues ningtn
objeto, g, puede satisfacer una férmula como, por ejemplo, "Paa ~ Pd.
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E‘J‘ﬂtanc'es, por las leves de Ia contraposicién (TE4), puads
si un cileulo tiene al menos un modelo para el sistoma de sus teoremas, ese
cileulo es consistente. La demostracién de 1a con

oo o % sistenieda del cdleulo ¥gico
ciemental puede consistir pues « ayx i al menos
¢l I ORIty pues en mostrar que tlene al menos un models.

Yamos a construlr un sistema de inferpretacions i i
o @ : 'w‘z sistema de interpretaciones $, del cdlevlo lbgico
al, v a mostrar que toda interpretacidn particular, ., perteneciente
. - . N -~ s
al sistema § es modele de dicho algoritmo, @

& serd come sigus:

2]
aarmarse que

1o Los stmbolos de enunciade (atémicos) - como ‘P, g, etc. - se
Interpretaran en el campo de objetos constituids por los valores
Yoy B[V, F}

r
Las formulas moleculares

. come ‘P>, sle. — quedan en-
- 3 o e . 5 14 e 3 3
tonces interpretadas sin mis, segtn las tablas de los functores veri-
tativos {cfr. 38).
Rt z ~ B LA : et :
22 En cvanto a las formulas predicativas atémicas, establecemos las
siguientes reglas de interpretacién:
a) el campo de individuos para las variables
Q= {a, b};
b) las letras predicativas — come P ', ete. —ne se interprelan,
SING (e se toman como pardmetros fios. i

lunles es

OF

La sencillez del universo del discurso elegido nos permite tratar simul
tneamente todas las mterpretaciones, ¥, pertenod

: as i : za %, como i se
tratara s’fe upa sola. Por es¢ hablaremos (laxamente) de “la interpre-
tacién ¥

Come consecuencia del punto 2.2, las férmulas cuontificadas se raducen

a confunciones ¢ disyunciones (of : i et : ;
junciones o disyunciones (ofr, 55), del modo ejemphScable como sigue:

{g}iﬁ; «> X PaaPb.

HxPxe» Y Pavw Ph.

() {(yBey < & Baa & Rab & BbY » Bba.
HxHyRay <> § Raa v Rab v BbE v Eba.
()HyRry < ¥ [Raa v Rab] 4 [Rba v RBB].
Ay(x)Rey <> ¥ [Raa 4 Rab} v [Rbe 4 RbB].

Etcétera.
<> debe leerse: ‘equivale por & o’

La interpretacitn & es modelo del cdleulo légico e L, que tomare-
mos en la presentacién axiomética HB, Para justificar esa afrmacién tenemos
que mostrar dos cosas: primera, que § es modelo de todos los axiomas
de HE; segunda, que las reglas de HBE trasmiten csa icdad de Ios
axiomas de tener el modelo ¢ ¢ sea: que aplicadas a 74 a7 gue {como
los axiomas) sean verdaderas para §, las reglas del cflonle producen nuevas
formulas que también son verdaderas para ¢ ’




180 A% LIMITACIONES DEL CALCULO LAGICO

Por lo que hace a lo primero: el axioma Al toma por la mrerpretacion
& el valor de

VyV-oV
o el de
FyF-—F
que es siempre V, como puede verse por las tablas de los functores v
y "=’ De este mismo modo puede comprobarse la verdad de los axiomas
AZ-A4 para .
El axjoma AD,

{x)Px > Py,
se reduce &

Pa a P - Py,
o a

Paa Pb— Pb;

esos dos enunciados son verdaderos para §, como puede apreciarse por las
tablas de A" y "=
Fi axioma A6,

Py — HxPx,
se reduce por ¥ a

Pa-s Pav Ph
o4

Pb - Pa v Pb,

enunciados validos ambos para § segin las tablas de v’ y ",

Con esto queda resuelto el primer punto. La interpretacién & es modelo
de todos los axiomas de HB. Ahora veremos que las reglas de trasforma-
cién de HB trasmiten a los teoremas la propiedad de los axiomas de ser
verdaderos para .

Las reglas de sustitucidn, Re, Res y RS, no presentan ningiin problema.
Esas reglas no permiten més que dos cosas: o cambiar de nombre a un
hecho (como cuando se escribe o por ¢’} o a un individuo (como cuando
se eseribe % por “y), y éstos son casos de las reglas Rey, Rap y RS; o bien
sustituir un valor (un stmbolo de enunciado) por un complejo de valores
{por una formula molecular); éste es un caso de las reglas Rey v Ra,,
En este caso no es posible la introduccién de valores nuevos, pues el com-
plejo de valores sustituyente estd él mismo compuesto exclusivamente por
los valores V y F, v tiene a su vez el valor V o el valor F, v ningiin otro.
Por ejemple, dada la férmicia

paAg—q,
la sustitucién g/rvs,
pajrvsi—>rvs,
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1o puede alterar el valor de la férmula inicial {‘principio de extensionalidad’).
También la regla B trasmite de los axiomas a los fesrernas la propiedad

que nos interesa. Esta regla permite pasar de unas Srmulas

XY
¥

X
a la férmula

Y.

Supongamos que X+ 7Y v X sean ambas verdaderas para &, v que ¥,
en cambio, no lo sea, porgue la regla RS no trasmita dichs propiedad,
Entonces XY o X tendrin que ser falgas para &, rontn Ia hipétesis.
Luego Y ne puede ser falsa para
Queda por ver lo que scurre con las reglas de connt
By, permite pasar de

K=Y

g

& E.‘}fl y Bygq

K-> {x}Y

siempre que & esté libre en ¥ y no se presents en X, Tal es, por cjemple,
el caso de

{H g - Pz,
siendo °q" tal que no contiens a ‘%

Por Ry, se pasz a

© g (x) Px.
Para el @ de la interpretacion &, (2) es lo mismo que
(3 q~» Pz a Ph.

$ es por hipétesis modelo de (1), lo que quiere decir gue los dog enunciados
siguientes son verdaderos para G

(1a) g —» Pa,
{Ib} g —+ Phb.

Ahora bien: (1a) y (Ib) juntas es lo mismo que ‘¢ — Pa s PD, que es (3).
Luege { es también modelo de (3). La regla By, frasmite pues también la
propiedad que nos interesa,
Por dltimo, la regla By, pormite pasar de
Y—X

a

Hz2¥ - X,
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con las mismas condiciones que Ry, sobre &', ¥ y X. Este es el caso, , por
ejemplo, de

(4) Px—g,
si ‘g’ no contiene a "%,
Por Ry, obtenemos de {4)
(3) HxPx — g.
Para el O de la interpretacién §, (3) es lo mismo que
{8) PavPb—gq.

X es modslo de (4). Pero (4), al no tener cuantificada la <, no prewsa
cudles son los valores de "%’ para los cuales es verdaderc el condicional
‘Px— ¢’ Puede ser el valor ¢ o el valor b. Y esto es precisamente lo expre-
sado por (6}. Consiguientemente, si § es, como presupone la hipétesis modelo
de (4}, tiene que ser también modelo de (3). Asi pues, también Ry, trasmite
la propiedad de ser verdadero para §.

En definitiva: § es modelo de todos los axiomas del sistema v de todas
las férmulas obtenidas a partir de los axiomas por las reglas del sistema.
&% es modelo de todos los teoremas del sistema. Rste tiene, pues, al menos
un modelo, y es por tanto consistente.

(En realidad: todas las interpretaciones ¥, pertenecientes al sistema de inter-
pretaciones (¥, son modeles de HB.)

63. Completud del cileulo légice elemental. — También iz nocidn de
completud se entiende en varics sentidos, Ex sentido seméntico, que es &l
que ya conccemos (cfr. 18), se dice que un céleulo es completo cuando
todas las verdades formales formulables en su lenguaje son teoremas del
cdlcule, En sentido sintdctico, se dice que un céleulo es completo cuando,
al afiadirsele una férmula gue no sea un teorema suyo, el cdleulo se hace
inconsistente. (El afadido se entiende hecho al sistema de los teoremas del
cdiculo.} El sentido sintactico de “completud’ incluye en cierto mods al
seméntico: pues si el afiadir al céleulo una férmula no demostrable en &
le hace inconsistente, es que él demuestra todas las férmulas verdaderas,
o que, por decirlo graficamente, es completo porque “no se le puede
anadir nada”

Empezaremos por ver que la parte de la ldgica elemental a la que
hemos [lamado “Ibgica de enunciados’ es corapleta en el sentidc més fuerte
(el sintdctico) de los dos dichos; luego veremos un esbozo de cémo se de-
muestra que la I6gica de predicados de primer orden — o sea, el sistema de
la l6gica elemental — es completa (seménticamente).

. T2 bien: (8) es una conjuncién. Para gue una con
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na fhrmula del
el chloulo ¥
2, Sea esa

Completud del oéloulo de en 5,
lenguaje de la lgicn de cruneiados que no sea d
que, sin embargo, se pretenda afladir al mismo como
frmula, por ejemplo

{(7) PAGEET.
(8) es una forma normal conjuntiva de (7):

(8) [~py~gvrlal~rvplalorvgl

w.‘»h

41 a (8). Aho-
sea verdadorn
tienen gue ser verdaderos todos sus componentes principaies; en este caso,
los tres de que consta (8). Tomamos entonces uno de ellos, el sogunds,
por ¢jemplo, e infciamos con esz formuta la siguiente demestracién:

5i hay que admitir a (7) como teorems, hay que adr

j ~FYD Supuesta verdad.
e ——~EYE Bagr v/ 5 p/y LA
B3 §V S Ley doble negacidn.
L4 pyp—=p AL

5 SV 8~ 8 Boy w/s; 14

8 $ Rg L3, La

& es tambitn
Blecer a

Al afiadiv (7) a los tecremas del cdleule, obtenemss pues
un teorema del cdleulo. Pero con *s’ como teorema p
siguiente demostracién:

L1 § Sunuesto feorema.
2 ~ 8 Bar s/ee s LI

do al sistema
G fecromas,
nte (cfr. 59:
a). Por tanfo,
es complota,

Ast pues, si (7), que ne es demastrable en ol edlenlo, se
de teoremas del mismo, entonces el céleule da #on
ala vez, '§ y "~ 5, lo que quiere decir que se hace |
la afirmacidn de una formula atbmica o va una ncons
Iz parte del célculs constituida por el cdleulo de enume

Completud del cdleulo de predicados de primer erdes
tacién cuyo nteleo vamos a considerar aqui en esho
tud del cdleulo de predicados de primer orden en . manton. La
tarsa consiste en que, dada cualquier Hrmula formalmente ver-
dadera del lenguaje del cmet,iu, esa fdrmula es un tesvems del mismo, es
demostrabie en el mismo, La idea bésica de la de ' \c??wn racidn
debida originalmente a ¥, Godal, 93{}) es que para rrule, X, del
cdleulo de predicacos de primer orden es posible constmir g 5{\%’?‘?1& ¥,
del edleulo de enuncindos (a Iz que llamaremos “la rad cida de 2{} tal que si

La srgumen-
1 fa comple-

L1y




184 LAS LIMITACIONES DEL CALCULO LOGICO

X es una verdad formal, entonces también o es ¥, y tal que, ademds, X es
demostrable en el célculo a partir de Y. Ahora bien: puesto gue el cdleulo
de enunciados es complete, si ¥ es una verdad formal, Y es demostrable,
es un teorema. Mas como X es demostrable en el caleulo a paxtir de 7,
entonces también X es demostrable en el cileulo, es un teorema. Con lo
que gueda demostrado que el cdleulo de predicados de primer orden es
completo: pues una verdad formal cualquiera, X, expresable en su lenguaje,
resulta ser un teorema del cileulo.

La dificultad técnica principal estd en la construccién de la reducida
con todas las (infinitas) variables. La linea general del procedimiento puede
ejernplificarse asi: dada wna férmula, X, del cdleulo de predicados de primer
orden, puesta en forma normal prenexa, con todos los particularizadores
delante de todos los generalizadores (forma normal prenexa de Skolem),

© X=} Hy(«)Bxy,

se indica la construccion de una férmula sin cuantificadores, ¥, en la gue,
por tanto, no hay més estructura lagica relevante que la de los functores
veritativos, ¥ que es una disyuncidn de todas las férmulas predicativas
atdmicas resultantes de expresar X con todos los pares (en nuestra ejemplo
diadico) de variables:

(10) (¥ =) BuyvBayey.. v Bag.v...

(La construccién de esta reducida tiene que basarse en medidas de precau-
cién especiales para que no se mezclen las variables que estaban particula-
rvizadas con las que estaban generalizadas.)

TLuepgo se razona asl; si X es una verdad formal, entonces también tiene
que serlo ¥. Pero la logica de enunciades es completa. Luego ¥ tiene que
ser un teorema de HB.

El tercer paso de la demostracién consiste en mostrar que X es demos-
trable en HB a partir de V. Se procede del modo siguiente: ¥ es una dis-
yuncidn. Para que sea formalmente verdadera basta con que lo sea alguno
de los miembres de la disyuncién. Tomemos uno de esos componentes
principales verdaderos de (10), por ejemplo, Rx,y,. Entonces se consiruye
Ia siguiente demostracidn:

11 By Teorama.

1.e 5> Rxutfy RAvys; L1

13 Ipvp— pl— Bags Ray: s/pvp—p, LI
14 [pvp—sp]l— (x) Ray. Beyy;, L3

("z, pierde el subindice porque ya no tiene sentido: al ser generalizade el
operando respecto de “¥’, la férmula vale ya para cualguier variable que
ocupe el primer lugar de argumento de "R’)
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5 [pep—pl—= {y}{x) Bxy By, 14

Ls DYp-ep Al

L7 {y3(x)Ray HE LB Ia.

I8 {(x}Px — Py AB,

L8 {y)(x)3Rxy — (x3Bxz Tiws: Py/{x)Ra; LA
L10 Py —HaPx A,

Lil {x}Raz — Hy{x}Hxy Raog: Py/{x)Ry 11O,
1ig (Y} (=i Ray — Hy {x3Ray BAg,; 18 L1L
£E13 Hy{x3Ray Bg, L7, L1g

Segun ese efemplo se establece que cualquier del célenlo de
predicados de primer orden que—como (8) en el semplo-—se sepa
formalmente verdadera por informacién ajena al cdlonlo, es fambidn un
teorema del cileulo. Este es pues completo.

En el caso de nuestro universe finite, con O = {g, B}, ese esquema de
argumentacién nos da inmediatamente una demostracién de la completud
del edleulo para el universo de {1 La demostracién es trivial, pues Ia redu-
cida de (8) puede escribirse directamente v es, ademés, una mora forma
de escribir (9); es (9) para Q¢

(11) [Rao a Bbal v [Hab & Bbb].

=

5t {9) es una verdad formal, entonces también lo es {11}, Pero (11) es una
férmula sin cuantificar, una férmula del cileuls de emumeindos, Luego {11}
cs 1 teorema puesto que el cileulo de enunciados es complete. Y como
{11} es sblo una forma de escribir (9) para ©, (8) es también un teorema.

Con las anteriores reflexiones, que sélo son ilustra s plangibles de
Ja cuestibn, tendremos suficiente por lo que hace a la completad del algo-
ritmo légice elemental, '

84. La légica clementsl ¥ el programa alporftmico. — La completud
del cileulo logico elemental permite pensar qus este 1o cumple en
algiin sentido el ideal algoritmico, 1a mecanizacién de la cia deduc-
tive & la cual ha aspirado una larga tradicidén flosdf : Bamdn Lull
(cfr. 18). Por ser completo, este algoritmo puede som todaz las con-
secuencias deductivas de las verdades fundamentales de s discurso
temdtico al que sea aplicable. La intervencién de! io intelectual
creador se limitaria a suministrar a esa maquina completa de dedusir (una
vez construida) las verdades fundamentales del campo qgue intoresara.

Pero también hemos visto {cfr. 37) que la ldgica elemental no b
formalizar, no ya las argomentaciones morales que quoria algoritmizar
Leibniz, sino ni siquiera las afrmaciones fupdamontaios de la aritpaétiog,
En la logica elemental no es, en efecto, posible for r el 57 de Ios
axiomas aritméticos de Peano, el Hamado ‘principin de indnccidn que
requiere la cuantificacidn de un simbolo predicss
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Esta limitacién de la légica elemental tiene importancia para la ma-
yoria de las ciencias positivas, en la medida en que éstas utilizan como un
instrumento mas o menos esencial la matematica, cuya fundamentacidn
se busca en la aritmética. Por eso es interesante considerar las propieda-
des algoritmicas del lenguaje légico capaz de formular las afirmaciones
fundamentales de la aritmética. Se trata de la logica de predicados de or-
den superior, empezando por cl segundo.

Carivune XII

LA LOGICA DE PREDICADOS DE ORDEN SUPERIOR
Y EL TEOREMA DE INCOMPLETUD DE CUODEL

85. La légica de predicados de erden sug}@;‘i@ﬁ—-i& légica de pre-
dicados de orden superior se introdujo como aguella en la cual se admite
la cuantificacién de simbolos predicatives (cfr. 35, 36, 37). Al admitirse su
cuantificacidn, los simbolos memc%*wos empiezan a ser propiaments va-
riables. Por otra parte, Cua};;do un simbolo es cusn hie, ello signiﬁca
que puede ser usado en posiciones sinticticas de sujoto. El ejemple del
3.% axioma de PQ‘?J%Q, que fue precisamente el enuncinds que nos Hcvo a
interesarnos por la logica de predicados de orden s . permite apre-
ciar esta circunstancia, Dicho axioma puec’e ententderse como definicidn
de lz nocién de propiedad de todo ntmero patural Bl avicma dice, en
efecto: "una propiedad, P, tal que (1.° la posee el m: v elegido {cero o
uno) y {2.°), si la posee cualquier ndmere, x, también la poses el sigujente
de x, es una propiedad de todes los nimeros natvraley. El axiomd en
cuestidn ;z;stlﬁca por tanto, frases como: ‘la pre*‘npﬁ'tﬂ Q &5 una propie-
dad de todos los nimeres naturales’, Usando ‘M para simbolizar la pro-
piedad ser-propiedad-de-iodos-los-ntmeros-naturales, ssa frase puede sim-
bolizarse ash:
expresidn simbélica en la cual ol simbolo predicative 'Q" ooy
ci6n sintdetica de sujeto. Si admitimos como base de la discusidn un campo
de individuos constituido por los nimeros naturales — es decir, si admi-
timos provisionalmente que los ndmeros naturales sean L;"‘nv individua-
les —, entonces el predicade ‘(¥ es un predicads de @ iduos, ef predi-

cado "M’ un predicado de ijrﬂ{hcados de individuos, Tamhién se dice Que
Ia propiedad 0 y el predicado "Q’ son de orden légice 1, la propicdad M Y el

3

% una posi-

predicado “"M” de orden Iégico 2, v los individuos y sus sin — oo @,
¥, etc.—de orden légico 8.
Matoralmente, nada impide inireducir también pr de predica-

dos de predicados, simbolos de ovden 16gico 3, 4, etc. %ela serd en realidad
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la estructura mds naturalmente integra de la logica de predicados como
marco general de la forma del conocimiento: pues en éste no existen [imi-
taciones en ese seatido de progresiva elevacién del nivel de la predicacién.

En la l6gica de predicados de orden superior coexisten, segin esto, sfm-
bolos de diversos érdenes logicos, todos los cuales, excepto los de orden G,
pueden aparecer en posiciones de predicado y en posiciones de sujelo.
Los de orden 0 sélo pueden usarse en posiciones de sujeto. Pero si se uti-
liza sin precauciones esa posibilidad, se producen paradojas como Ias ya
conocidas, Ta razdén de ello es que la reflexividad, que, segin vimos, era
un rasgo comun a muchas formaciones lingiifsticas paradéiicas, se presenta
facilmente al usar un simbolo de orden o tipo légico n como predicade de
simbolos del mismo orden 16gico n. Este es un uso tipoldgicamente reflexivo.
Por ejemplo, si es licito ese uso tipologicamente reflexivo, no estard prohibi-
do por ninguna regla de formacién el escribir una férmula como

1 PO,

U es P, aunque ‘P’ y ‘Q sean del mismo tipo légico. Pero entonces tam-
poco estardk mal formada una expresién como (1) aunque ‘P sca ¢l pre-
dicado especial que consiste en la negacién del simbolo al cual se aplica,
P se definird asf:
PO g~ OO0

~ 'y Q) como ‘F'y "Q en (1), pertenccon al mismo tipo 1ogico, al medo
como pertenecen al mismo tipo logico los adjetivos ‘par’ ¢ ‘impar’, ambos
aplicables a los mismos sujetos {nombres de niimeros naturales),

Pero si esas formaciones son licitas, entonces en base a una regla de
sustitucién que siempre serd necesaria en el céleulo de predicados (el and-
logo de la regla Ray de HB para la légica de predicados de primer orden),
s¢ podrd obtener de la definicién de ‘P’ la siguiente férmula:

(3) PP« . PP

Hsta confradiceién, lamada “paradeja de Russell, se debe a que hemos
admitido come expresién bien formada, como férmula de la légica de pre-
dicados de orden superior, una expresién en la cual el predicade y el su-
jeto eran del mismo tipo légico. Con eso hemos admitido la posibilidad de
formaciones lingiifsticas reflexivas del tipo de las paradojas.

Por esta razén Russell y Whitehead construyeron la légica de predica-
dos segOn la llamada “teoria de los tipos logicos’, 1a cual, en sus dos va-
riantes principales, consiste sustancialmente en esto:

(1°) imponer una clasificacién sistemdtica de los simbolos segin sus
tipos logicos;

(2.°) establecer la regla de formacién segin la cual una expresin pre-
dicativa no es una férmula més que si los simbolos que ocupan
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posiciones de sujeto respecto de simbolos de orden n son de tipo
1. (Esto es lo que no se cumple en (1), pues Py 0 se s
sieron del mismo orden légice.)

Debe observarse que la paradsiz de Russell supone unz oo fin-
gitlstica de las formulas, 8i (3) no se entendiers como wnn cowivaloncia entre
enunciados ¢ [Srmulss, ne seria nocesaric oomsiderarl; 1 - {H. B. Curry.)
‘Tipo’ v ‘crden’ no son sinds 5, pere aquf log wnsaremos sim
como tales.

La distincién entre los tipos puede hacerse media
tepondremos a los simbolos en su parte superior, por ¢
La siguiente expresitn no es urna férmula:

HAP [P 10w 1Px].
Lo es en cambio la que sigue:

HEP [3P 20 ¢ 3P 21,

Tal es la estructwra de la Ibgica de predicados de

¥ como en ella si que parecen poder formularse las afim
mentales de Ia aritmética, cuyo interds indirecto para las de
positivas hemos recordade va, interesa plantearse la vregunta de si esa
légica puede o no formalizarse en un cdleuls comp! El matematico
v logico antes citado a propésito de Ia completud de la 1dgics elemental,
Kurt Godel, demosird en 1931 que el céleulo de predicados de orden su-
perior es incompleto, En 67 veremos un esbozo de su ar
antes sera necesario considerar en 68 una téonic
Gidel que legitima su demostracidn. Hsta téonica, !
o ‘aritmetizacién’, permite representar la légica de predi

guaje de la aritmeética, es declr, mediante afirmaciones soh
turajes.

superior.
anda-

z B

en el len-

: nimores na-

§6. La gidelizacidn. — La gidelizacidn se basa en el foorema funda-
mental de la arftmética que ensefia que la descomposici
en factores primos es univoea. La técnica consiste
forpula de la légica de predicados por um nitmero gue
de factores primos afectados por exponentes.

Se empieza por asignar a cada simbolo elemental un nhmere, Hamado
‘nimero de Godel del simbolo. Un ejemplo pueds ser 1 a siguionte:

{
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Tasra 1. — Nameros de Gédel

Simbolo Nimero de Godel Simbolog Niamero de Gidel
p i P 19
q 2 10 13
~ 3 [ 14
v 4 ] 15
A b1 G 16
— 8 { 17
o 7 ) 18
x & 2y io
i 9 - -
a 10 . .
A 11 . .

El ntimero de Godel de una férmula se obtiene del modo siguiente:
dada una férmula, por efemplo.

(4) pvg,

se numeran los lugares de sus simbolos, asignandoles niimeros primos corre-
lativamente a partir de 2:

P ¥ q
2 3 5

Luego se afecta a cada uno de esos nimeros primos con un exponente que
es el niimero de Godel del simbole que ocupa el lugar correspondiente al
ntimero primo. El producto de las potencias asi formadas es la expresién
factorizada del niimero de Godel de la férmala. Asf, el nimero de Gédel
de (4) es:

23452 = 4050,

Dado, a la inversa, el nlimero de Godel de una férmula, el teorema
fundamental de Ia aritmética garantiza que se hallaré la férmula represen-
tada por el nmero, ya que la descomposicién de éste en factores primos
es univoca, Por ejemplo, dado el nimero de Godel 24 y dada la Tabla I de
los ntimeros de Godel de los simbolos elementales, la descomposicién de 24
en faciores primos,

24 :=2-2-2 32283
indica que la fdvmula con nlimero de Godel 24 os:
{5) ~

El ntimero de Godel de una demostracién se obtiene del modo siguiente:
dada Ta demostracién, que es una sucesion de fdrmulas, se obtiene el nii-
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mero de Godel de cada férmula. Luego se numeran las férmules como antes
los simbolos elementales de éstas para construir of ndmere de Cade] de las
Mismas; o sea, se asigna a cada formula de la demosto
prime, correlativamente a partir de 2, por el ordex en aus g
recen en la demostracibn. A continuacidn se forman las potencias cuya
base es el ntmero {primo) de orden de la férmula ¥ ouye
nimero de Godel de la férmula. Bl ndmera de Gédel &
es el products de esas potencias, Por ejemplo, dada la
céleulo de la deduccidn patural

L1 (@ B Supusstc fecrema
L2 {0 ryg Hiwv; LI,

su namere de Gidel, #, eg
oo - 31050

Dado, a la inversa, el némero n, ¢l teorema fupdamental de la artm
garantiza que obtendremos la expresién

7. 3%05@’

de una sola férmula, porque &l nitmers 4080 no cor ¥
bole elemental, sinc a una férmula. La Tabla I de los ndmores de Gadel
de los simboles elementales nes da como orimera formvils ds Iz domes-
fracién 'p’. La descomposicién de 4050 en factores primos nos da como
segunda formula de la demostracién ‘pv .

En realidad, la gbdelizacién =s mas complicada que el reg
acaba de leer: pues en ese resumen no se tiene en cuenta Ia neoces
wlimeros de Gédel para infinitas variables de cada tips {que es la finira
garantizar que 4050, en nuestro efemplo, no es 2l nimers da Godel de - ngin
simbolo elemental), Pero esto se consigue fcilmente de un mods gue ne siera
en nada la esencia de la técnics tal como gueda sxpuesta,

Toque- se
e rescrvar

Lo esencial de la godelizacidn es asto: la ibgica de pres
superior) permite expresar la aritmética. En lbgica do predic
construirse, pues, expresiones que hablan de ntmercs, los rel
Esas expresiones constituirfan (si dieran Iugar 2 un cf!
formalizacién de la aritmética. Por otra parte, dada la inP :
de la légica de predicados, en ella pueden también evprosarse afirmaciones
acerca de las alirmaciones aritméticas: por efemnplo, gue tal afrmacién
aritmética es verdaders o falsa, o que es do rahle, o
trable. Diremos, para abreviar, que en la Iégica de pr puede expre-
sarse también la “metaaritmética”. Pues bien: la gitdelin:
ca de predicados permite a su vez representar Ias expros

13, — INTRODUCCIAY 4 LA LOGICA
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de predicados - incluidas, naturalmente, las mefaaritméticas — por expre-
siones aritméticas, de mode que una expresion metaaritmética sobre la
verdad, falsedad, demostrabilidad o indemostrebilidad de una expresién
aritmética podrd representarse a su vez por una expresion aritmética.
En esta circunstancia se basa la argumentacion de Godel, caye hilo nos
interesa seguir aproximativamente en 67.

Antes, sin embargo, vamos a tener que introducir una convencién sobre
nuestro vocabulario bisico, sobre nuestros simbolos elementales, para poder
hablar de niunercs naturales en el céleulo. Pues es claro que la godeliza-
cién nos va a obligar a referirnos a ellos. La convencion va a ser la si-
guiente: entenderemos que la constante individual ' (que en nuestra
Tabla I tiene el nimero de Goédel 10) es ¢l nombre (la cifra) del moédulo
de la sucesién de los ntimeros naturales, tomando como tal a cero; v, ade-
mis, que el simbolo predicativo constante “A’ es el functor ‘siguiente’; la
funcién siguiente-de, aplicada a un nimerc como argumento, ticne como
valor el siguiente de ese ntimerc en la sucesion de los nimeros natu-

rales; p. e
A3 =8,
‘A’ puede entenderse también como un descriptor, y "A¥ como una des-
cripeién. “AS puede leerse:
(1x)(x es el siguiente de 5).
La notacién ‘A’ nos ahorra, simplemente, espacio, y hard més visualizables

ias férmulas.
De este modo, todos los ntimeros naturales son expresables con el vo-

cabulario basico del caleulo, y, mis precisamente, con la parte de dicho
vocabulario basico a2 la que hemos asignado convencionalmente niimeros

de Godel en nuestra Tabla 1. *3, por ejemplo, se expresard por

[A[AlAa]]]

{el siguiente del signiente del siguiente de a), Como no hay ninguna con-
fusién que temer con estas expresiones, prescindiremos de los corchetes,

escribiendo, por ejemplo, en el caso anterior:
AAda,
Es claro que las cifras de nimeros naturales tienen también cada una
su namere de Gidel. Bl de 3, por ejemplo, es:
211 . 311 . 513 . 710.
§7. El tcorema de incompletud de Gidel.— La argumentacion de

Godel demuestra que ya la parte de la Iégica de predicados necesaria para
formular la axitmética es incompleta, en el sentido de que existe al menos
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una férmula de la feoria aritmés | Ia ]
e Srmula de Ec} teoria aritmética formulable en ella iz onal es verdadera
{ que se establece por un razonamiento metaldgico, “motssfiﬁmé%iéo”

Y que, sin embargo, no puede ser demosirada en Ia form de la arit
metica misma en Ia dgica de predicades. Bl razonam cods en sus

tancia del modo signiente:

Pa{so I: Consideracidn de la situacién de portida, —a) Se
m Ty C ,n 1 : 3 .k‘rr= ’;L‘ -
1;:11 c}iue el caleulo de predicados es consistente, En otn £aso, ¢omo es
[1 * = o 2 g . 13 I T u
natural, no tiene sentido discutir acerca de su combletud mies s iloul
inconsistente lo demuestra fode | lero cuants 1o falso. Be. oo
¢ . - uesira toGo, tante lo verdaders cusnto lo false, Es. po
asi decirlo, hlpercompieto. Co R
E;z) La godelizacién permite representar por férmulas aritméticas lag ex
bresiones metaaritmeéticas, por efemplo, expresiones que hablen de la de-
mostrabilidad o indemostrabilidad de formulas aritméticn:

Paso I1: La relacidn de demostrabilidad, — Atendamos a una de esas rel
b o OIS SAECIIGROY LSRR o1 Ci8-
clenes entre tormulas aritméticas, por efemple, la que o enire una su
;bsz?n de férmulas, X, y Ia férmula ¥ cuando X os ups demastracis
&N iz metaaritmética (sintaxis de la aritmét odré exprosa

. : IR Ge A arlimetica) esto podrd exvmrocsy i
por ) podra exprosavse asi,

GH DXY,

. )3 ia’ goécizzacu‘}.n, X, que es una demostracitn, serd represeniahis
}i o un nimero d;e'GodeE, 7, & ¥, que es una férmula, bor otre, m. La re-
aclon metaaritmetica D entre la sucesibn de férmulas X vla fbrmuly ¥
- & At HEts s
sera enionces representable en lo aritmética por una frma! &

con un simbolo relacional, I, v los nlmeros n v e

i

& aritmética

Pam,

Dnm’ es propiamente un enunciado; no tene varishlng, v ‘D es una
constante, el nombre de una determinada relacién aritméticn La férmuls
( u ) - . k " Linehs A TR ER2)
\}» ¢ esquematiza enunciados de ese género (enunciados da demostrabilidad)
es la fdrmula aritmétics S

0 Dy,
Ciéiizji 32175; telzséaizi?; ;f}rfsen&ep §uorg’u¥e ello e ssencial para la demostra-
' )y crmulas que obtengamos de ella en su misme I
guaje son tormulas aritméticss, no metaaritméticas L ey :rm relacitn e
metica entre ndimeros, como pueda serlo la divieil D s Io salnatén
arrltmética que media entre dos nlmeros, % e ¥ Lc.
numere de Gédel de una demostracién de Ia )férm.
;Eszdei es 4. Por eso al decir que ‘Day’ es una ‘férm;;ia
aol_a’mas laxarflen?e.: Dy represonts més bien en la aritméticn a una afir-
macion metaaritmética de demostrabilidad, Pero "Dxy’ misma lo finico que
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afirma es la existencia de la relacion aritmética D entre x e y. La distin-
cion entre lenguaje y metalenguaje estd pues respetada en férmulas como
‘Dz

La siguiente formula

{8) ~ JaDuxy

es entonces la férmula aritmética que representa la afirmacién metaaritmé-
tica: “la férmula cuyo nimero de Gédel es y es indemostrable’. Literal y
aritméticamente, por si misma, (8) dice: ‘no hay ningdn ntmero, %, tal que
% esté en la relacion D con v,

Paso III: Construccién de una férmula aritmétice indemosirable en el
edlculo, — Sea b el nimero de Godel de una férmula. Supongamos gue esa
férmula contiene la variable “y, cuyo ntmero de Godel es en nuesira
Tabla I 9. Entonces, con una notacién que ya hemos utilizado en otros
contextos, escribiremos

(b/9] b

para indicar el nimero que resulta de b al sustituir, en la expresién facto-
rizada de éste, la cifra del nimero de Gédel 9 por la cifra del ndmero de
Gédel de % En vez de “la cifra del nimerc de Godel 9" diremos més bre-
vemente: ‘la cifra §. ‘[b/9] ¥" puede entenderse tambi¢n como una des-
cripeida.

Segin esto, la férmula

9 ~ HxDx[y/9] y

puede parafrasearse por: no hay ningdn nimero, x, tal que x esté en la
relacién 12 con el ntimero que resulta de sustituir, en la expresién factori-
zada de , la cifra “9 por Ja cifra del nimero de Gadel de "y". (9) es por
tanto la representacidén aritmética de la siguiente afirmacidn metaaritme-
tica: ‘es indemostrable en el céleulo la férmula cuyo namerc de Godel
resuita del nimero de Godel y, al sustituir en la expresion factorizada de

&, 27

éste la cifra ‘9 por la cifra del ndmero de Godel de 'y

Dos observaciones para precisar el significado de esa notacion: ¢} hablamos
de ‘cifras’ porque una sustitucién es una operacién que se realiza sobre expre-
siones escritas; lo que se sustituye son pues simbolos, en este caso nombres de
wirneres, cifras, y no los ntmeros, que son conceptos, entidades abstractas;
b) si en la expresién factorizada del nimero y no aparece la cifra ‘¢, [y/9]y es
nmaturalmente el mismo . '

(9) es upa formula de nmuestra aritmética expresada en el céleulo de
predieados. {En realidad, no lo es tal como estd escrita, pues en nuestro
vocabulario bisico no estd el simbole Y, ni tampoce hemos introducido
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5

2 éste por definicidn, Pero su definicidn no ofrece
Ay 'd. 'Y es una abreviatura de

AAAAAAAAAq,

wn difienkad con

expresién que efectivamente pertenece a nuestre céleulo de predicados, y
que tiene el mdmero de Gadel
g e 211 . 311 . gl}. < '??,1 . 1;11 . 1311 - 17’}1 . “g_gi_‘;. . 2311 . 2{}7{‘}

Puesto que es una formula de la aritmética formulads en el cdleulo de
ro. Para expre-
del de la cifra
1 del sfmbale 7/,
ulados, v aun

sarfo en forma factorizads, Uamemos ‘g al ndmers d
Y, 'd’ al ndmero de Gidel de "D’ y *f al nfimero de &

Como vamos a necesitar usar estos ntimeros de Cédel no
otro, los reuniremos en Iz siguiente

Tasta I~ Nimeres de Cédel
Stmbalo Nimerg de Cf

-
ek 00

Entonces el mamero de Gédel de (9) as:
(10) M= OFL 3105870 118, 1314 179 1O/ . 9. 9015, 019
4 . I 3 .
Baséndonos en la férmula (8) vamos a construir shora ofra Frommla ari-
metica, (11}, que séle diferird de (9) en que, en el lugar de la varishle Y

Gue aparece en (9), tendrd una concreta cifra. ¥ esa o/fia va a ser preci-
samente 1, 1a cifra del nlmere . La férmula es nues:

{11) ~ HxDxin/8] n. .

(11) es una férmula aritmética que dice: ‘no hay ningdn ntmero, 1,
que esté en Ia relacidn I con & nimero gue resulta de
presion factorizada de n, Ia cifra 9 por la cifra del » de Godel
de 'n”. (11) represcrnta por fanto la afirmacién meta : "es indemos.
trable en el cdleulo la fdrmula cuyo ntmerc de Godel, [w/87n, resulta de n,
al sustituir, en In expresidn factorizada de éste, la cifra Q0 por la cifra del
nimere de Godel de #” )

MNos interesa shora saber cudl es esa férmula Ig o8 de cuya in-

1 SRR, AL ERS B | Z 5
demostrabilidad en el céleule esth reprosentada por (11). Lizmermos, para

en la ex-

e
AkiZ
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abreviar, X a esa férmula. (11) representa pues en el caleulo la afirmacién
metaldgica: “X es indemostrable en el céleule’

Para averiguar como es X podemos construir su nimero de Godel en
expresion factorizada. Como sabemos, el ndmero de Gédel de X resulia del
numere n, sustituyendo, en la expresién factorizada de éste, la cifra ¢ por
la cifra del nlimero de Godel de “n. En la expresién factorizada de n (que
es (10} ), 9" no aparece mds que dos veces: como exponente de Ia cifra ‘17 y
como exponente de 31", Llamemos ‘¢’ a la cifra del nimero de Gidel de
‘W, Entonces la expresidn factorizada del nimero de Gédel de X, m, es:

(12) moz= [n/8]n = 28 - 316. 5874 118 134 . [7¢- 19/ 237 - 2975 . 3¢,

Pero ahora resulta que m es el nimero de Gidel de una formula que ya
conocemos, a saber, de (11), como debe comprobar el lector por inspeccién
de (11) teniendo en cuenta las Tablas I y If de ntmeros de Gadel.

X es pues (11). Consignientemente, (11) es Ia representacién aritmética
de la afirmacién metaaritmética: ‘la férmula {11) es indemostrable en el
caleulo’,

Es muy importante comprobar que (11) no tiene el defecto de estructura
del enunciado causante de la paradeja de Epiménides, a pesar del pare-
cido entre este enunciado y (I1). Pues (11) no afirma de sf misma que es
falsa, ni que es indemostrable. Lo que afirma, como férmula aritmética
que es, es que no hay ningén ndmero, ¥, que esté en la relacién aritmé-
tica D con el niimero m. Y como la relacidn D es aritmética, aqui no hay
ninguna mezcla de niveles lingiiisticos, como en la paradoja de Epiméni-
des, cuyo enunciado, af afirmar falsedad, hace una afirmacién metalingiifs-
tica. 86lo en el metalenguaje sabemos que m es el nimero de Gadel de (11).
En el cileulo mismo, no lo sabemos, ni podemos, por tanto, hacer ningtn
uso de esa circunstancia. En cambio, en la paradoja de Epiménides el
mismo enunciado paradéjico contiene— es—la afirmacién de falsedad,
(11) no es una afirmacién de indemostrabilidad, sino que representa una
afirmacién de indemostrabilidad hecha en otro lenguaje.

Vamos a ver ahora que (11) es indemostrable en el céleulo, gue no es
un teorema de la aritmética formalizada en el cdlewlo de predicados. Su-
pongamos gue lo fuera. Enfonces, es también un teorema del cdleulo la
afirmacion aritmética que dice: “hay al menos vn nlmero, z, que estd en
ia relacién D con el ntmero m’; esa afirmacién aritmética representa, en
efecto, la supuesta verdad metaaritmética que acabamos de sentar: {11) es
demostrable en el cdleulo’. Asi pues, si (1I) es un teorema, si (11) es de-
mostrable en el caleulo, o es también

HxDxm,
0, mas detaliadamente
{13) AxDx[n/91n.
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Pera (11} v (13) funtas constituyen una contradiccién. Fsta eontradiccisn
se ha producido por admitir que (11) es demostrable, Por tunto, como o

caleulo de predicados debe construirse de modo que sen comzistente (ésa
a del mismo,

es nuestra condicién de partida), (1) no pusde ser un ‘o
una formula demostrable en & (en la aritmética formulada en &1).
Ahora bien: si a pesar de ello (11) es una férmula verdadera, quedard

demostrado que la formalizacién de la aritmética en ol cdlonln de predi-
cados es incompleta.

Paso IV: La férmuta (11) es verdadera. — La verdad ¥Wgica de (11) estd va
implicitamente establecida por las consideraciones del Paso IT. Pero vale
la pena volver & establecerla aqui explicitamente: como la formatizacién
de la aritmética en el ciloulo de predicados tiene que ser consistente, en-
tonces vale la afirmacidn metaaritmética “(11) es ind 7, o (11} no
es un teorema del cileulo’, afirmacién metalégica que : '
teorema en el cdleuls una férmula que da lugar a una contrg
Incomsistencia del céleulo. Pero (11} es precisamont
metica, en el cdleulo, de esa verdad metaaritmética.
dera a pesar de no ser un teorema. Consecuenier
la aritmética en el cdleuls de predicados es incornn!

Lo importante de este Paso IV es que la argom
establece la verdad de {11) es una argumentacién m
formulacién de la aritmética en la 16gica de predicados.

2o (11} es verda-
iz formulacién de

#n por la cual se
specto de la

Este resumen de la marcha de la argumentacién de Cidel es una variante
de la esquematizacién de la versidn de 1. B, Rosser (1036) por E. Nagel
¥ J. R Newman en 1858, La principal diferencia esth en la construcciée
lectura de expresioncs descriptivas como ‘[n/9]n’.

68, Sobre la significacidn del teoroma de incoruplotnd de Gidel para
la teoria de la ciencia. — El teorema de incompletud de Cadel onsefia por
de pronto que foda formalizo: aritmé
cados es incompleta. Como el cdleulo de pra 52,
orden, es el algoritmo lgico mds potente, puede decirse
general, que toda formaliz de le aritméticn es | et

Perc el intento de formalizacién de la aritmética se reals
puramente légicos. Vimos ya que desde Ia teoria de con
y luego por cbra de Frege y Russell y Whitehead, ef concen
natural se construye con la ides légica de clase o conjunto (ofr, cap, XIV),
también veremos que puede construirse también con To de la idea
puramente légica de relacién (cfr. cap. XV} Co icnfements, la in-
completud de la formalizacitn de la aritmética es una feompletud del ing-
trumento formalizador mismo, o sea, del algoritmo légicn. De aqui que €l
resultado de Godel pueda entenderse también asi: el rilenlo de predicados
es incompleto. (Todos estos resultados se entienden con I condicién de

I3

acion de
modo més

con medios
itaz de Cantor,
y de nimero
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nuestro punte de partida, a saber, que el caiculo de predicados ez con-
sistente.)

- La légica de predicados sin limitacién de orden es aquella en la cual
se intenta (sin éxito} formalizar la deduccién para cnalquier tipo de co-
nocimiento que sea al menos de la complejidad de la aritmética. ¥ por
debajo de la complejidad de la aritmética debe haber, puede pensarse,
muy poco conocimiento tedrico de interés. De aqui que, ain mis laxamente,
el teorema de Gddel haya podido entenderse también en el siguiente sen-
tido filosdfico: la ldgica es incapaz de formalizar lo deduccidén necesaria
para fundamentar definitivamente cualquier conocimiento de algiin interés
tedrico.

Por este camino de interpretacion cada vez més laxa y vaga del teorema
de incompletud de Gédel, algunos filésofos han llegado a afirmar que el
resultado de Godel demuestra “el fracaso de la légica” o hasta “el fracaso
de la razén”, Estas afirmaciones carecen de fundamento, como puede verse
por lag siguijentes consideraciones.

En primer lugar, lo tnico que demuestra el teorema de Godel es que
resulta imposible conseguir un conjunio de axiomas v un juego de teglas
de transformacién que suministren todas las verdades formales expresables
en el lenguaje de la i6gica de predicados. Esto, naturalmente, no excluye
que los criterios logicoformales en particular, y los criterios racionales en
general, sigan valiendo. Ellos son los que se aplican en las argumentaciones
metaldgicas que resultan necesarias por la incompletud del calculo mismo.
En principio, las formulas verdaderas indemostrables en un céleulo a partir
de los axiomas del mismo pueden demostrarse metalégicamente con los
mismos “criterios 16gicos”, como se hace, por ejemplo, en la argumenta-
cién de Gadel (efr. Paso 1V de 67). Claro que la demostracién metalégica
planteara a su vez el problema de la incompletud del razonar metalégico
mismo: también en ese metalenguaje habrd verdades indemostrables, que
serdn demostrables en el metalenguaje de ese metalenguaje; y ast sucesi-
vamente. El proceso es, desde luego, ilimitado. Y ello muestra que el
programa o ideal algoritmico, en el sentido de calculizacién de toda de-
duccién, no es realizable. Pero cso sélo quiere decir que el sistema formal
no se contiene ni se fustifica nunca totalmente a si mismo. Lo cual puede
ser acaso molesto para fildsofos idealistas como Platén, que crean en Ia
autosuficiencia del mundo de los abstractos; pero no para un racionalismo
como el aconsejado por la préictica de las ciencias, el cual debe ver en la
experiencia con el mundo real la justificacién de las formaciones abstrac-
tas, justificacién siempre provisional v relativa.

En segundo lugar, el hecho de que la lgica misma haya descubierto v
demostrado los limites o la inviabilidad de una realizacién wuniversal del
programa algoritmico en su forma cldsica, es mis bien un éxito que un
fracaso de la actividad capaz de tal resultado, El resultade mismo significa
que el pensamiento racional puede saber cudles de sus actividades son
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algoritmizables, ejecutables (en principio) mecénicaments, v cudles no:
cudles son, come suele decirse, tfrabajo racional = , v cndles traba.
jo racional creador. Fracase del pensamiento es més bien la sitnacién en
la cual el pensamiento ne sabe cudl es el alcance de su act %, como suele
ocurrir, dicho sea de paso, 2 muchos &lésofos,

En tercer lugar, debe observarse que la incompletud de un cdleulo 16-
gico tomado en toda su dimensidn no excluye la completnd de of
ciales contenidos por él. s, por lo pronto, completn el of
miental, es decir, el formado por ol calenle de enunciar
dos de primer orden. Pero ademés-—y esto es 1o més i
préctica — es posible construir en forma de cileulos co
la logica de predicados de orden superior,

En cuarte Iugar, por lo que hace a la aritmética
varse que los enuncindos cuya indemostrabilidad establen
cion de Gddel no son del mismo estilo, por asi decirle, o
cldsicos de la aritmétics, los cuzles se refieren a operacionss con niimeros
¥ son los realmente utilizados on la aplicacién a otras ciencias o o Iz técnica.
El enunciado (11} de 87 se parece, en efecto, muy poco al teorema de la
descomposicién de los nimercs en factores primos, poT 3 Para estos
teoremas de tipo “clésico” — o sea, para toda la parte “Gtil” de la avitmétios
(v de las disciplinas mateméticas basadas en ella, sefinladnments el 4lgebra
clisica y el caleulo infinitesimal) — se han construide of (sistemas)
que dan de si todos los teoremas interesantes.

For titimo, también puede conseguirse uns clerts com it del cdlcula
de predicados en general, aunque pagando por ella el previc de una cierta
ambigiiedad semdntica del céleulo, pues ol sistema permite entonces in-
terpretaciones no primariamente deseadas, Este dltimo punto, establecide
por L. Henkin (1947, 1850), no va a interesarnos aqui, mern dehe tenerse
en cuenta cuando se considera la significacién del teorema de Gédel para
Iz tecrfa de la ciencia,

69. El teorema de incomplotud de Gidel y ¢l programs de MiTherf. —
En el capitulo III (cfr. 18) se advirtié que el programz de 17
hemos interpretade como versién moderna del viejo ideal
propiamente otra finalidad: conseguir una seguridad o A acerca de
la sclidez de los fundamentos de la matemitica, empc por los de la
aritmética. El deseo de Hilbert era conseguir esa seguridad constrovends
en el seno de la matemdiica cldsica una demostracién de su ropin con-
sistencia, El teorema de Godel muestra que tambidn eso i
que s imposible demostrar la consistencia de la mate
de la aritmética) en su mismo lenguaje.

El teorema de Godel, tal come lo hemos estudiads, con
macién

(14) si la aritmética es consistenie, entonces es incem
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(La condicién de que fuera consistente fue nuestra condicién de partida.)
Vamos a buscar una representacién de esa afirmacién metalégica en el
cileulo, en la formulacién de la aritmética en la 1égica de predicados: que
un sisterna es consistente, quiere decir que no toda formula de su lenguaje
es un teorema del sistema; por ejemplo, que al menos la férmula *p" o la
formula “~ 9 no es un teorema del sistema. De aqui que la consistencia
de un célenlo pueda expresarse diciendo gque no todas las férmulas del
lenguaje de ese cdlcula son teoremas, Para una aritmética formalizada en
el céleule de predicados, esa afirmacidén metaldgica puede representarse
en el cdlculo mismo, mediante la relacién aritmética D, por la formula arit-
mética:

(15} me{yyHx Dy,

que dice: ‘ne para todo niimero de Gédel, y, hay un nimero de Godel, x,
tal que x esté en la relacién D con ¢

Por otra parte, la incompletud de la aritmética formulada en el cilenlo
de predicados (de la aritmética formalizada) puede representarse también
en el cileulo por una férmula aritmética, que es precisamente (11):

{11) e~ BxDx[n/91n.

Segin esto, la representacién de la verdad metaldgica (14) en el caleulo
es la formula aritmética

(16) ~ {y)YdxDay ~» ~ HxDx[n/9]n.

Podemos tomar (16) como una férmula vélida, pues es la representa-
cién aritmética del teorema de Godel. Ahora bien: sabemos que (11) no es
demostrable en el calculo. Y como (11) es el consecuente del antece-
dente (15) en la férmula vélida (16), entonces tampoco puede ser demos-
trable (13), ya que si lo fuera lo serfa también su consecuente (11), por
una aplicacidn de Bg a (16). Luego {15) no es demostrable. Pere (15) es la
representacién aritmética de la afirmacién de la consistencia de la arit-
mética formalizada en el cdleulo de predicados. Por tanto, la afirmacién
que representa la consistencia de la aritmética no es demostrable en la
formalizacién misma de la aritmética en el célenlo de predicados, con los
meros instrumentos lbégicos de esa formalizacidn,

Cartrono XL

DECIDIBILIDAD EN LA LOGICA ELE

facidn de la 18-
do apofan.
stica gue
enuncin-
objetos:
ide por
: de un

tencia de la Iogica elemental nos servimos de una inte
gica de enunciados basada en la nocién aristotélica de
tico {cfr. 62). Un enunciado apoféntico es una formac
tiene que ser verdadera o falsa. De esa nocidn infirié Froge
dos pueden ser considerados como nombres miltiples de dog
los valores verdad y falsedad, V v I". El conjunto {V, F},
esos dos valores, da segiin esto todas las intorpretacion:
enunciade (considerado globalmente) en el universo del
¢s adecuade. De acuerdo con ello hemos trabajade ¥a con un sistema de
tnterpretaciones, §§, de las siguientes caracteristicas:

tacionos

a) las formulss atdémicas de Ia Idgica de enunciados se internretan
en el campo finite de abjetos {V, F}; }
by el valor de cualquier férmula molecular dada de la Tée
enunciados gueda entonzes determinade para cada i
las tablas definitorias de los Functores veritativos,

e aqui wn ejemplo de esa determinacidn: s lo £
(1 pvy

s¢ interpreta asignande a “p" el valor V v a “¢" ol valor F, Iz mbla de v
da para (1) el valor V.

Ahora bien: una verdad formal cs una férmuls verdad
interpretacion posible. Desde el punto de vista HMgico, o ic para que
tenga sentido hablar de “verdad v de *verdad formaF, las interpretacios
posibles quedan limitadas 2 un universo del discurso gue contenga las ne-
ciones {radicionalmente légicas, como las de verdad y falsedad, Consizuten-
temente, podremos decir que una férmula de Ia ibgica de
una verdad formal si y sélo si es verdadera para toda interpr
en el campo de valores {V, F}, que constituve el dnico un
relevante.

i posible
» del discurso
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Apliquemos esta reflexién a la formula (1) para ver si es o ne es una
verdad formal, Las interpretaciones posibles de (1) son cuatro:

It p=V, g=V;
20 p=V, g=F;

La tabla de “v, nos indica que (1) es verdadera para las interpreta.
ciones L%, 2.2, 37 pero falsa para la 4.* Consiguientemente, (1) no es una
verdad formal,

Lo que acabamos de hacer ha side decidir acerca de la férmula (1),
sin intentar siquiera demostrarla, o demostrar su negacién. Esto permite
preguntarse si serd posible generalizar el procedimiento de decisién para
cualquier formula de la légica de enunciados, en cuyo caso ésta serfa no
s6lo completa, como hemos visto, sino, ademas, decidible.

Tal es el caso, en efecto, como puede hacerse plausible por la siguiente
consideracién: ninguna férmula atémica de la dgica de emunciados serd
una verdad formal, pues para una de sus dos interpretaciones posibles
sera faisa. En cuanto a las férmulas moleculares, el nimero de simbelas
contenidos en cualquier férmula que se nos proponga serd finito. Ademds,
por la definicidn de “férmula de la logica de enunciades’, esa férmula
habrd sido compuesta enlazando férmulas atdmicas mediante functores
veritativos. Podremos examinar la formula propuesta partiendo de sus
componentes moleculares minimas, Hamando asi a aquellas que no con-
tienen a su vez componentes moleculares. Las tablas definitorias de los
functores nos suministrarén los valores de esas componentes moleculares
minimas. Esos valores resultaréin a su vez enlazados por functores. Las ta-
blas de éstos volverin a darnos unos valores para las componentes molecu-
lares medias de la férmula. Asi legaremos a una situacién en la cual
tendremos los valores a los que se aplica el functor principal de la férmula
propuesta (o los functores principales de la férmula propuesta). La tabla
de esc functor (o0 de esos functores) nos dard el valor de la férmula en
cuestién. Asi pues, dada la finitud del ntmero de simholos de toda férmula
de la légica de enunciados, y dada la finitud del campo de objetos {V, ¥},
finico relevante para la interpretacion, todas las férmulas de la logica de
enunciados tenen que ser decidibles.

Esa misma argumentacién de la decidibilidad de la légica de enuncia-
dos resume la técnica mas corrientemente usada para decidiv acerca de
férmulas de la logica de emumciados.

1. La téenica de las tablas vexitativas. — Un ejemplo come la decisién
sobre (1) en 70 suele presentarse del modo siguiente:
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Tapra I
vV
voiw |y
ooyl v
P F

En las primeras columnas (empezando por la jzquisrda) se registran
los valores posibles de las componentes atémicas de la férmula que se
estudia, En las columnas sucesivas se van registrando los valores resul-
tantes para las componentes moleculares miniras y medias de cada distri-
bucién de valores entre las componentes atdémicas. En la columna Snal
se registran los valores resultantes para la férmula que se guiere decidir,
En el ejemplo de la Tabla I no habia férmulas mr ires minimas ni
medias diversas de la férmula a decidir. Pero si las hay en el siguiente
ejemplo:

(2 [p—ql—=[lg—>r]—p->r]]
Tanra Y1
p g rolp g g ipeer gl [pos ] ‘ @)
A A% £ % Y Y Y 2%
F v \ v s i v
v ¥ v o v 4 i v
o P v Y v v v v
4 v ¥ v ¥ iy v v
F s F Y I v v v
v F ¥ F v Iy 7 v
i F ¥ Y v Y V v

La formula (2), segln nos informa la Tabla 11, es una verdad formal,
una férmula verdadera para cualquler interpretacién ligica — cosz que
sabfamos, pues la tenfamos demostrada como to (TEL4).

El ntmero de interpretaciones {valoraciones) p & para cuda formu-
la dentre del sistems de interpretaciones § es . del mimere de
variables que contiene. Para una férmula con o variables de enunciads
hay 2* composiciones de valores, Para no clvidarse de wna H perder
tiempe buscando las que faltan es conveniente, ¢ :
letras de enunciado, segnir alguna regla prictica en la dishibucién de
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valores; la siguiente, por cjemplo: en la primera columna (empezando
por la izquierda) se alternan los valores V y F; en la segunda columna,
un valor se esceribe dos veces seguidas, v Tuego el otro también dos veces
seguidas (2' veces), empezando por el mismo valor con que se haya empe-
zado en la primera columna, por ejemplo; en la tercera columna, un valor
se escribe cuairo veces seguidas, y luego el ofro también cualro veces
seguidas (2% veces); en la cuarta, ocho veces seguidas cada valor (28 veces)
y asi sucesivamente lasta la columna n (2% veces seguidas cada valor).

La técnica de las tablas veritativas sirve también, naturalmente, para
decidir acerca de la consistencia o la contradictoriedad de férmulas. La
Tabla 1, por ejemplo, muestra que la formula “p v g es (seménticamente)
consistente, puesto que tiene algin modelo, aunque ne sea una verdad
formal. Y la Tabla III muestra que

(3) [pvglalpv~gle~p

es una contradiccidn,

Tanrras III
P g pyvg | pv~q| [pyglalpv~qgl| ~p (3
Y % v v v ¥ ¥
F v % ¥ by v l )
14 ¥ Y Y% 1Y F ¥
F ¥ F v i3 v I F

12. Reduecidén del ntmere de las funciones verilativas diddicas, —
En 3% (cap. V), al presentar las funciones veritativas diddicas, se definicron
las 16 funciones de esa categoria, designadas entonces con las notaciones
1" - e Pero solo se estudiaron fs, que es v, 4, que es —, fio, que es <3,
¥ f12, que es a. La razdn por la cual se prescindid de las demés es que todas
ellas son expresables mediante las cuatro funciones veritativas diddicas
que hemos usado (y que son las de Principia Mathematica), junto con ia
funcién monadica ~. LEsto es comodo de ver con la ayuda de tablas veri-
tativas. Las funciones cuya reducibilidad a ~., v, 4, — ¥ %> tenemos qus ver
som: f1, fa, f5, fos Fos Fos fos Fi1, Fras Faas fasy fre- A continuacién se indicara para
cada una de esas funciones una posibilidad (no la tnica) de expresarla
por algunas de nuestras cinco funciones. Se afadird una eguivalencia que
expresa esa reducibilidad, Mediante una tabla puede decidirse del eardcter
de verdad formal de cada una de esas equivalencias,

Casos aparte constituyen las funciones f; y fio. fi puede expresarse por
eualquier verdad formal de dos variables, per ejemplo, por ‘[p-s gl
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4 de dos

H

= [~ g =~ T fi puede expresarse por Cu&iquger o
variables, por ejemplo, [pvglalpv~gle . p.

La funcién fs, utilizada por A. Church y lamada co
mediante ‘="
) (pfsql o lg—pl

. . . - P
La funcién f5, introducida por Sheffer: mediante - vy v

! inverso’:

oG

(5) [phgle~pv~g
La funcidn fg: mediante v, "o, A’
6) [pfiglepvigr~qgl
La funcién fr: mediante A, "~y v
(7 [pfrgles mpaglvi~pa~qg]

» [

 r < i ¥ SE r .
La funcién fs: mediante "~ ¥ ¥ ‘a:

& pfogle paglvi~pagl
La funcién fo: mediante -, v ¥ ‘&
) plogle[pa~qgivl~pna~ql
La funcidn fiy, que podria lamarse Teterovalencia’s con ", VW oy At
(10) [pluglelpr~glvimpagl
La funcidn figr por medio de ") v AT
(11) [phaglerpan~g.

La funcidn fie por "= ¥ A"
(12) [phiaglega~p

La funcidén fu5, usada, como fs, por Sheffer: por " v "4

{13) phsgleo~pi~g.

13te Mathematicn
wnas a otras. — A1 hablar de formas novmales de I&j; Igire de cnunciadas
(cfr. 56, 57) vimos que, con l2 ayuda de las leyes de De M
(TE13), de la ley de doble negacion (TEL), y de los teoremas {

e AT AT
es posible prescmchr de los fonctorss €' v "=, en primer | ;r;a_? ‘pa}es }as
funciones correspondientes pueden expresarse por inegjizf} Eie Ny R
¥ ademés, que no es necesario contar & la vez con v’ ¥ “47: basta o de los
dos, siempre que se disponga ademds de "~

& ?
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Pero, a la inversa, también es posible prescindir de ‘4’ y vy expresarlos
por medio de ‘~" y =, como puede verse decidiendo mediante una tabla
acerca de las siguientes equivalencias, que son verdades formales;

(14) pyvqger~p—ql.
Por las leyes de De Morgan podemos obtener de (14)
(15) ~i~pa~glo[~p-sgl.
De (15):
(16) ~e f~pagle Lfapeglo
{1 ~pa~qese[~p—ql

En resolucidn: para construir todas las férmulas de la l6gica de epun-
ciados con funcienes torzadas de Ias cinco de Principio Mathematica basta
cada uno de los tres pares:

a} ~, ¥
E’} ~y A

€} o~y =

Reduccién de todas las funciones veritativas diddicas o las funciones
de Sheffer. — Por Gltimo, la discusién que hicimos a propésito de las fun-
ciones fi5 y fs muestra que, igual que es posible reducir fi5 2 ~ VoA Y
s &~y v, es también posible reduciy ~ y & a fi5, v ~ v v a fo. Mas como
los dos pares ~ y 4, ~ y ¥ bastan cada uno de elios para expresar todas Ias
demés funciones veritativas diddicas, eso guiere decir que tanto f; cuanto
fs bastan, cada una por si sola, para expresar las cinco funciones veritativas
de Principiac Mathematica.

fs, conocida con los nombres de "funcién traze de Sheffer’, ‘negacién
alternativa’, “fnconjuncién’ o “incompatibilidad’, se simboliza por * |’ (trazo
de Scheffer) y ha tenido importancia en la teoria légica. Su tabla es

[ | v r
v | F v
F A %

La funcién trazo sélo da el valor ¥ cuande sus dog argumentos son ver-
daderos, v en los demdés casos da el valor V. Con ellz se define 1a negacidn
basandose en la siguiente equivalencia:

(18) ~peplp
(18) puede parafrasearse intuitivamente diciendo: “p es falsa cuando es
incompatible consigo misma’. La siguiente tabla justifica la equivalencia
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Tasna IV
| . !
» ~2 | plp sy
% |
{ !
v F g 3 Voo
o ” v ooy by
i i !

Fa frmula

(18) pvg<iplpl

da la reduceién de v a |, v puede comprebarse por la sig

Tspra ¥

. [, . | [
p g plp i gig | Ielplileie] J pvq | 49

i
v v Fo| F v | v Ly
F Y v | F v | v v
v F Fo|ov v v v
F F vl ¥ LoF v

(19) puede parafrasesrse intuitivamente asi: °
hilidad de negaciones,

La funcién a se reduce 2 | segin la equivalencia
(20) pagelplglilpiql
que puede parafrasearse diciendo: ‘conjuncidn es negac
tibilidad’,

Puesto que con la funcién trazo de Sheffer pueden oo 5o la nega-
cidn, la disyuncidn y la conjuncidn, puede también oo ¢ todos las
demds funciones veritativas diddicas, Lo misme vale de la funcidn fi5, que
simbolizaremos por "N/°, v cuva tabla eg

es f?.mfom;‘:ati«

v de incompa-

1
V. F F
£l o® \i

multdnes”
iva ‘ni’ del

Se la suele llamar “negacida conjunta’, Tamhidn ‘n
e ‘indisyuncién’. Es unz buena esquematizacién de la
lenguaje comin, “p \/ ¢" puede lesyse: "ni p nd ¢

Las funciones | y\/ son importantes en la teoris, 7o
nimerc de conceptos primitivos de la légica de ¢

12 reducen el

14, — THTRODTOOIAN & 14 LOGICH
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préctica son de uso incémode, pues las férmulas escritas con estos functores
son largas y poco legibles. Por efemplo, una férmula tan corta como

{21) p=>q

entendida segin la definicién ‘p - ¢ <og '~ p v ¢, requiere ya once man-
chas tipogréficas (sin contar los corchetes) para su expresién con el trazo
de Sheffer:

(22) Uplelllplplitiglql

Por esta razén, cuando interesa mds operar con el cileulo que hacer
consideraciones tedricas, es costumbre conservar las cinco funciones veriia-
tivas de Principia Mathematica.

| v\ permiten interesantes reflexiones especulativas. Esas funciones, las tini-
cas que son, cada unz por separade, suficientes, representan formas de negacidn
(alternativa o conjunta). La negacién parece pues ser una operacién légica muy
elemental. Por otra parte, son negaciones diddicas, a las que se puede reducir la
mondidica.

73. Uso de las formas normales como iéenica de decisidn en Ia légiea
de enunciades. — En lo que precede se ha apuntado un parentesco entre
la normalizacién de férmulas de la logica de enunciados y la téenica deci-
sorfa de las tablas veritativas. Con las tablas se justificaba la prescindibili-
dad de ciertos functores de los que también se prescinde al establecer
formas normales. Vamos a ver ahora que la normalizacién de férmulas de la
légica de enunciados puede entenderse a su vez como un procedimiento
de decisidn.-

La forma normal conjuntiva (de Schréder: mencidn que omitiremos para
abreviar; cfr. 57) es 0til para decidir si una férmula dada es o no es una
verdad formal. Si la forma normal conjuntiva de una férmula, X, presenta
en cada disyuncién componente principal de la conjuncién una componente
atémica afirmada v negada, entonces la formula es una verdad formal,
puesto que cada una de sus componentes es formalmente verdadera (es una
versibn del principio de tercic excluso). Por ejemplo, el teorema (TE14).

(23) [p=ql—=llg=rl—[p-ril,
una forma normal conjuntiva del cual, establecida en 57, es

(24) [~pvervpyvglal~pyrypy~rlal~pvrvagvgia
al~pyrv~gv~rl,

es una verdad formal, pues cada una de las disyunciones componentes prin-
cipales de la conjuncién es una versién del principio de tercio excluso, con
?, con ‘¢ 0 con ¥. No es, en cambio, una verdad formal
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(25 pYG-—E
cuya forma normal conjuntiva, tal como la establecimos en 57, es

(26) [~pvrvglalmpyry ~glal~mgyrvplalegvrvapl

{26} no tiene ninguna componente principal que sea formalme
Y basta con que una no lo sea para que tampoco lo sea la o

La forma normal disyumtive es sobre todo Gl para dec
una férmula dada es ¢ no es consisteste. Serd inconsistent
conjunciones componentes principales de su forma norme
senfan una misma componente atémica afirmada v neg
formula

(27) ~ gl g vl [p—rll],

tiene una forma normal disyvuntiva

(28) [pamraraglvipamraram plv[pimra~g agly
[pa~ra~ga~n],

en todas cuyas conjuncivnes hay una componeute alémica
gada, Todas esas conjunciones son falsedades formales, comtradicciomes
formales. Por tanto, también lo es (28) v, consiguientomente, (27). ((98) se
obtiene de (27) por (TE3L), (TE13), (TES) y (TE1L).

En eambio, la férmula {25}, ‘pvg~» ¥, gque, como hem
forma normal conjuntiva, no es una verdad formsl, no es
sedad formal. En 57 haliamos también una forma normal

visto por su
> una fal-

(29) [~pamglvira~glvi~parive

Ninguna de las conjunciones principales de la disyunci
formal. Consiguientemente, ni (28) ni (25) son falsedades
pues consistente, (28) muosira cudles son las interpreta parn las cuales
es verdadera (25): que ¥ v ‘¢’ sean ambas falsas; que ¥ sea verdadera
¥ g falsa; que “p’ sea falsa y ¥ verdadera; que ¥ sea va

§

dependencia de lo que sean "p’ y °g.

74. Decisién abreviada por “reduceién al absurdo®, — No siempre es
necesaric establecer toda unz tabla veritativa o norm - una férmula
ds Ia légica de enunciados para decidir acerca de ella. L
desempefia, naturalments, ciertc papel en esto. Eatre la: . téonicas
répidas que se han propuesto para decidir acerca de frovlas de Ja légiea
de enunciados de un modo abreviado, la més comtn es In quo conziste en
reducir al sbsurdo la hipétesis de que una determinada Frmula no es una
verdad formal. Al reducir esta hipltesis al ebsurdo, se muostra quo la
formula es una verdad formal. e agul un ejemplo del use de este expe-
diente, Para mostrar gue la forowls

(36} pag—q
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es una verdad formal, empezamos por admitir la hipétesis de que no lo sea.
Anotamos ‘F’ debajo de su functor principal:

pag—gq
¥

Si no es una verdad formal, la férmula tiene que sex falsa, por lo menos,
para una interpretacién (si lo es para toda interpretacion, entonces ademés
de no ser una verdad formal es una falsedad formal). (30) no tiene mas que
una interpretacién que la haga falsa: interpretar ¢ antecedente como ver-
daderc y ¢l consecuente como falso, Hacemos (mentalmente por lo comiin;
si hay que hacerlo por escrito, es bueno numerar los pasos del anélisis) las
anotaciones correspondientes:

Prg—g
F
by F

Primer paso.
Segundo pasc.

El resto del andlisis consiste en ver si es posible esa interpretacidn. Por de
pronto, ella nos exige dar el siguiente tercer paso:

pag—>4q
F Primer paso.
V F Segundo paso.
¥ Tercer paso.

En efecto, ‘¢” ha quedade interpretada ya por F en el paso segunde.

Pero el antecedente de (30) es una conjuncién. Tiene que ser verda-
dera segin la hipdtesis de que (30) no es una verdad formal. ¥ para que una
conjuncién sea verdadera, tienen que serlo todos sus componentes. Esto
nos impone un cuarto paso y, con él, el final del andlisis de (30). Lo repeti-
remos integro: '

pPAG—q
¥ Primer paso.
v F Segundo paso,
¥ Tercer pase.
Vv Cuarto pase,

La hipotesis Hleva a wna contradiceion en la columna de ‘¢’ g’ tieme
que ser a la vez verdadera y falsa para que valga la hipétesis. Consiguien-
temente, la hipétesis es inconsistente, estd “reducida al absurdo”. (30) es
una verdad formal,

75, Decidibilidad de las expresiones monidicas de Ia légica de predi-
eadog, — La decidibilidad de la logica de enunciados se extiende a toda

e St i
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expresion de la légica elemental qus sea reducible 2 una forma isomorfa
de Ia de las expresiones de la Iégica de enunciades. Este es el caso de las
expresicnes monddicas de la lgica de predicados. Nos haremas carge de
ello realizando una adecuada transformacidn de las . monidicas
de la légica de predicados de primer orden.

En primer lugar, prescindiremos del cuantificador "& con arreglo 2 los
teoremas {TP24)-(TP27), escribiendo “{x) en lugar de "~ Hx~", "(z}~" en
lugar de "~ Hx', "~ (x} en lugar de Hx~" y "= (&)~ en lugar de "Hx’
Segdn osta primera transformacién, el axioma AS de B, por ejomplo,

ey

(3L Py — HxFx,
se escribird
{31a) Pij e mo {2} ~ P,
Unga férmula como el axioma A5 ds HE,

(82)  (Fx—Py,

no gueda afectada por este primer paso de la transformacién en curso,

En segundo lugar, v provisionalmente, haremos gue en la férmulz no
aparezea mis que un simbolo variable individual. Més adelante nos libe-
raremos de esta Hmitacidn, pero, de todos modos, se choorvard que este
resultado se puede obtener mediante operaciones p i
las reglas Reg v RS, Para (31a) v (3Za) obicndremos,
giendo convencionalments & '« come variable Gnica:

(31b) Prws s (2} -0 P3,
{32b) {x)Px ~ Pa.

Luego prescindimos de la variable individusl E
dria tener consecuencizs indeseables si la Férmula |
unificadas, s¢ decir, en Ia forma b, con s6lo %) no fnoruivocaments
reconstruible a particr de la nueva trasformada sin %, Pero es clare que
(31b) v {32b) se reconstruyen ineguivocamente a r ge (3lc) v {32¢),
respectivamente, si se conviene, como resulta nak e fmpuesto por
los pasos dados, que, siende cualguier simbolo variable | dual apto para
el “relleno” de (31c) y {32¢) cuando se quiera volver & las frmulas b, todo
relleno se hard con ‘™

(31c) P {}~P
(322) { }P— P

El Gltime paso que queremos dar en estas trasforma
prescindir de los generalizadores. Pero este paso sl que t

deseados, por Jo que esige, para evitarlos, la intre : de alguna me-
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dida de precaucién. En efecto, si suprimimos simplemente los generaliza-
dores cbtenemos: de (31c})

(3id) P> P (pasando por P~ ~ ~ FP);
y de {3%¢)
(32d) PP,

(31d) y (32d) muestran que hemos perdido la diferencia entre A5 y AS.
Esa diferencia sc¢ ha perdide porque formulas como “(x)Ps’ y "HxPx’ han
quedado ambas trasformadas en lo mismo en que quedan trasformadas
férmulas sin enantificar, como “Px’; es decir, han quedado ambas identifica-
das con esta tiltima. Esta identificacién es la que hay que evitar, porque
ella comporta la identificacién de “(x}Px’ con “HxPx. To que hay que evi-
tar es, mds precisamente, esta Gltima identificacidn. En cambio, la identifi-
cacién de (x}Px" con Py no es objetable en HB, pues ya varias veces
hemos visto que si en HB vale una férmula sin cuantificar, como “Px’, en-
tonces vale también “(x)Px’. (Demostracion por BAvys, By, y BB en cap. VI,
48, por ejemplo.) Lo que hay que evitar es, pues, la identificacién de “HxPx’
con ‘Px’ y, consiguientemente, con “(x)Px’. Para conseguirlo vamos a in-
troducir una convencién muy poco natural, pero prictica. La convencién
se basa en la distincién entre negaciones que afectan a cuantificadores ¥
negaciones que afectan a predicados. Para las segundas vamos a usar el
simbolo que en aritmética se lee ‘menos’, o sea, ‘—, antepuesto, como “~.,
al stmholo negado. “—' tendr4 la misma tabla que “~°, v es nombre de la
misma funcion: de “— valen los mismos teoremas que de "~ Paro, con
objeto de poeder reconstruir formulas particularizadas, convendremos en no
hacer nurca uso de la ley de doble negacién para simplificar en férmulas
composiciones de "~ con -~ Esta convencién es una restriccién, pero sdlo
notacional: la ley de doble negacién vale, naturalmente, para composicio-
nes de ~" y ‘—’, que nombran la misma funcién, Y la aplicaremos para
computar valores de composicién de - y “—. Pero no haremos uso de
ello escribiendo “P’ en vez de “~. — P, como, en cambio, escribiremos P’
en vez de " ~ P o de e — P,

Con esta convencidn, la supresién del generalizador en {31c) vy (32¢2) nos
da, respectivamente:

(31¢) P o —P,
(326} P—P

La expresion (32¢) recoge la identificacién de ‘(x)Px" con ‘Px’. Esto con-
Hleva, naturalmente, la imposibilidad de reconstruir inequivocamente, por
ejemplo, (32a) a partir de (32e). Esa imposibilidad puede considerarse irre-
levante por la reflexién que ya hemos hecho, y por esta otra: Ia imposibi-
lidad en cuestién impone ¢l abandono de toda Férmula monédica que se
presente sin cuantificar, y la adopeién en su lugar de la misma férmula, pero
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generalizada, Esto es inesencial desde el punto de vista dleulo, como
vimos anfes. Pero también lo ss desde un punto de vist ntico, de sig-
nificacién: formulas como ‘Px’ son seménticomente im ,
guas. 5i esa formula debe entenderse “al pie de Ja lo s decir, s "
estd de verdad tomada como variable, entonces se o
quier cosa es F; y esto se expresa mas periecia e insguivocamente pox
"(x)Px’. i, en cambio, la f0rmula no puede tomarse “al pie %e} la letra™,
porque se quiere significar con ella que algo es P o que un determinado
objete innominado es P, entonces las expresiones is ROT, TESPEC-
tivamente, ‘dxPx’ v "Pd, siendo ‘¢ una coustante un nombre,
o una descripeidn, como por ejemplo: ‘el objeto en el que
estoy pensandd’. A ‘.

Asi pues, eliminar de entre las formulas afirmablos con variables las
férmalas sin cuantificar, ademéds de no ser nada poli sde el punto
de vista sintactico del caleulo, es, desde el punto de v x
razonable que puede hacerse.

De acuerdo con este abandono de fdrmutas con vart
‘P significa en todo case & partiv de abora {y en el pros mn*c‘g*ﬁ}
Py, o sea, ‘~ Hx~ Py, "~ F significa '~ (2}P%, o Hx e~ P::L‘; o P sig-
nifica (x} ~ P, o "~ HxPx", counsiguienterpents, la cxp e B de
{3le} significa “~ {x} ~P%, o sea "BxFx’. Las conven
aqui permiten pues la reconstruccidn de las férmulas
las transformadas, con dos pérdidas inesenciales: la &
variables individuales v Ia presencia de férmulas con v
fear,

Ahora bien: como fruto de ese juego de convenciones de tray
notacicnal y seméintea, hemos levado las férmulas AS v AB g v
isomorfa de la de expresiones de la légica de enunciados: a vna forma a

3 . i r » 2L 'ja A Ay . ‘!-
In gque pueden aplicarse las téenicas de decisidén de &stn, por ejomplo, Ia
7 5 3 ~F A
de las tablas veritativas (con la ancomalia notacional de
¥
e

2
drs functores para
A es tan

la misma funcidn, "~ v *—). La decisién sobre AS § roilla
gue no vale la pena establecer las Eabiai corTespon Ve:&mafs un
ejemplo un poco mds interesante: la decisién sobie el - 2 silogistico

gue ya conocemos con el nombre de "Darapti:
33 (£} [ Px — Qxl a (2)[Px > Bx] & HaPx — Hx[Ar 4 Oxl.

5

Su transformacidn ssgim las anteriores conve 5 da sucesivamente:
{33a; (x}[Pr— Qx] a (x)[Px — Bx] &~ (1) ~ Px —» ~ {3} ~ [Ra & Qx].
(33c) (MP—=Qla( P —=Rla~{}—F—>~()~[HaQL

Je

{33e) [P=QlalP-»RBlam—PF— ~—[RaQl

Para (33¢) puede construirse una tabla veritativa en la cunl, como queda
dichs, "— se trata como ‘-
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erar una sola va-
riable individual, po&emas hacer lo siguiente: empe nor observar
que las letras predicativas 7, Q ste. de la tabla antoris an usado en
realidad como letras de epuncmuo, “F" significa el enunciado "Fx (que equi-

vale a su cuantificacién amvszsaﬁ), v analogameme las demés. Esto permite,
dada una férmula cualquiera de 3& logica predicativa moenddics, utilizar
un diccionario o serie de correspondencias convencional, como el siguiente,

por ejemplo:

Pr:p

Qx:q

Ax:r
Representando asi las férmulas predicativas monddicas por letras ds
enunciado, las tablas tendrén el mismo aspecto que las delal hgica de enun-
ciaclos. Ahora bien: esto sugiere una ampliacion de esie métado de diecio-

Por dltimo, para liberarnos de la restriccidn de con

1

narios para evitar la restriccién de no usar mis que wna va ». La amplia-
cidn csnslste en tomar en nuestro diccionario Ee,has de o indo diversas
individua-

para representar formulas predicativas monddicas con variab
les diversas, aungue estas formulas tengan el mismo simbolo p
Todas las demés transformaciones so practican como antes, Asi,
plo, dada la férmula

" ST s T .
Hy (e} Py — Ozl - {38y [Py —» Oz,
empezamos por establecer el diccionario convencional

Py.p
Qx:gq
Por las demés transformaciones obienemos sucesivamente:

~ ) e (x) [Py > Ox] — (&) ~ (g} ~ [Fy — Ox]

cdicative.
EJUI 6}@1{1‘“

Agui aplicamos el diccionario, y obtenemos:

~ ()~ () [p =gl = &)~ () ~ [p >4l

~~L?ﬁ~—~>q;wwwigﬁm~>q}

La tabla de esta Gltima férmula se eompﬂia de zcuerdo con las reglas
dadas para -y las normales de "~
Ohbservaremos incidentalmente gue la anterior rasf
eliminacidn de Cﬁamzﬁvadoms, suminisira una nueva no
presiones de la logica de pICdLCadOS de primer oicl
ejemplo, podrfa cxpresarse por ‘Hx[Pa Qlx, una vez
tido la composicién “de predicados medmﬂze functores voritativos, Esta no-
tacion, gue expresa muy directamente el andlisis vori i
pzedmados compuestos, €5 poco ?recuewte‘ pero la uss a vooes algmo de
los principales autores, como R. Carnap.

con G Sin

i

i6n para las ex-
e a Qxf, por
Bamis adrm—




Seccién segunda. — EL ALCANCE ANALITICG DEL CALCULO
LOGICO

Caplruic XIV

LOGICA DE CLASES

76. El Algebra de clases. — Entre las varias razones por las cuales las
limitaciones algoritmicas del céleulo 16gico no anulan la utilidad del mismo
se encuentra la siguiente: el algoritmo 14gico {ue ya COTOCEernos es suscep-
tible de ciertas reinterpretaciones — dos de las cuales estudiaremos en esta
seccitn, caps. XIV y AV —que hacen de &l un instrumento apto para el
andlisis de contextos diversos, ¢ sea, para Ia aplicaciin a diversos univer-
sos del discurso. En este capitulo vamos a considerar fa primera de las
dos reinterpretaciones aludidas, la cual da lugar a la Hamada “légica de
clases’,

La légica de clases comprende, entendido en un nuevo universo del dis-
curso, todo lo que comprende la logica de predicados monidica. Bn ésta
es posible distinguir dos partes: Ia légica de enunciados y la logica predi-
cativa monddica propiamente dicha. Andlogamente distinguiremos dos ni-
veles de andlisis en la légica de clases: uno, el més clemental, al que lla-
maremos “dlgebra de clases’, que es el nombre tradicional, dado a este
cdleulo por Boole; otro, mas complejo, al que lamaremos ‘légica general
de clases” o, simplemente, “logica de clases’,

El dlgebra de clases es una reinterpretacién extensional de la ldgica de
enunciados. Consideraremos férmulas atdmicas del dlgebra de clases. En vesz
de las letras de enunciado usaremos para ellas letras mindsculas griegas,
como ‘¢, ‘&, v, etc. Esas lelras representan clases, no valores veritativos
o enunciados. “Clase’ es el término légico que corresponde al matemdtico
“conjunto’. Una clase es una coleccién de objetos cualesquiera. En el tra-
tamiento de una clase se prescinde de la naturaleza concreta completa de
sus miembros, 1 objetos que la componen, y del orden en que se presenten
dichos miembros,

Interesa ahora aclarar ql.‘ié Qcurre ¢on los ELIDC{'OI'@S en la nueva inter-
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pretacion. En la ldgica de enunciados, los funciores son veritativos, compe-
nen ecounciados moleculares & partir de enunciades dados, o, Io que es
lo mismo, representan funciones de valores veritativos a valores veritativos.
En el 4lgebra de clases los functores de claszs oo in sfmbolo
moleculares de clases a partir de simbolos de clases, o lo que es o misme:
representardn funciones de clases a clases, Pero es eﬁa?o? 1 si nos Hmi-
mitamos a eso, no podremo& construly nunca enun T Sasesu
Y un dlgebra no contiene sélo simbolos para componer % com s‘a;..zgj?;%:r.‘esﬁ
sino también otres para componer enunciados con n d? objetos.
El dlgebra elemental, por ejempls, no sélo permite consting nbres com-
puestos a partiv de otros nombres, como el nombre! a %mﬁ-} a pu : de los
nombres '@ y ‘P, sino también enunciados sab;:? iogf?:;ei—r;q ﬂr"ns“d?;
como, Por ejemplo, ¥ con esos mismos nombres: ‘@ = I o> E?-;
En la légica de enunciados que, como vemos, fambién puede ez‘lten-
derse como un dlgebra, este no plantea ninglin problema por la excepcional
circunstancia de gue ya los objetos mismos son enuncizdes (o viaflor?es
veritativos, que son valores de enunciados). Pero éste no es el coso en Afig;ca
de clases. Por eso serd convenientz tener, ademéas de T s de clases
a clases, de funcicnes gue compongan clases con clases, i :@Afunmones
de enunciado, de clases 2 enunciades, gue compongan los {sobre
clases) con nombres de clases. .
Los functores de clases a clases comdnmente usados som:
1 ", que corresponde a ‘~ y, més pgecisamenie, a‘:% e qﬂeiusamss
en 75. e lee ‘complomento de’, "— ¢ se lee: Ia o o complemento
de la clase &, o, més brevements, “‘complemente éef° . i

20 "V, que corrosponde 8 'Y, ¥ se lee: “suma (o renm ‘ de. aU g
so lee: la clase suma {0 veunién) de las clases « ¥ &, o, brevemente:
‘suma {0 reunién) de @ v 8 ) o y i

3° ', que corresponde 2 4, ¥ se les ‘px‘scﬁuciaf de’ o “interscecin de
‘& N se lee: Ta clase preducto (o interseccion) d? las clases ey &,
o, brevemente, ‘producto {o interscccidn) c’%e “y g N

No es necesario gue, para completar la analogia de esta dlgebra de
clases con la légica de enunciades, busquemos funcioves d'e {ijSSS corres-
pondientes a =" v "¢, Pues tenemos los tres ce;; linntas g ", ‘zf
y ‘#’, que son suficientes en iogica efl:a enunciados ar coal-
quier funcién diddica. Igualmente son "—, Wy s ara e
presar cualquier funcién diddica de clases. "~ a LB puede, por ejemplo,
entenderse como la clase-fleche de vy 8, v s U_[i}ﬁﬁ ;_:,, ﬁqu al
como ‘la clase-doble-flecha de « y @ {efr. (TE30) v {TE31) del chlevlo de
enunciados, y las tablas de valores mds adelants}, L

Los funciores de enunciado (sobre olases), o funciores de clazes a enun-
ciados, que se usan COmMUNMOT!E SO

42 °C’, que corresponde 3 " ¥ se Eﬁ@:

lea: ‘la clase ¢ estd incluida 2n la olase 4

thEL

,
acinida en’. ' CF se
0 @ es una eihclase de 2
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5.2 ==, que corresponde a ‘¢ y leeremos ‘es igual &, ‘a = £ se lee:
la clase « es igual a la clase &, o ‘« igual 8",

"C"y ‘= componen pues enunciados sobre clases con simbolos de clases,
mientras que '—, “U"y ‘N’ componen stmbelos de clases con simbolos de
clases. Pero “C" y ‘=" no son los tinicos functores de enunciados utilizables
en algebra de clases, También sor ttiles los functores veritativos de la
I6gica de enunciades, para componer enunciados sobre clases a partir — no
de clases, como ocurre con los functores <7 y ‘=" sino de enunciados
sobre clases. En la siguiente férmula, por ejemplo, se hace uso de functores
de clases a clases, functores de clases a enunciados v functares de enun-
ciados (sobre clases) a enunciados (sobre clases):

(1 [aCplafgcynid]l— (e Cynil

(1) es una versién del “principio del silogismo”: ‘si la clase o esta incluida
en la clase 8, y la clase 8 estd incluida en la clase interseccién de las
clases v v &, v N 3, entonces la clase « estd incluida en Ia clase y N §.

Tenemos, en resumen:
A) simbolos de clase atémicos, que corresponden a las letras de enunciado

de la logica de clase. Son los simbolos variables: "o, ‘&, v ...
B) simbolos constantes, functores, que corresponden y duplican a Jos de la

ldgica de enunciados:

1.0 functores de clases a clases: "—, ‘U, ‘Y.

2.2 functores de clases a enunciados: °C°, ‘="

3. functores de enunciados a enunciados: .0, ¥, &, ‘=, ‘e

La construccion del dlgebra de clases como una reinterpretacién de la
logica de enunciados deja sin alterar lo estructural o formal de ésta, pues
la duplicacién del uso de los functores no introducird ninguna posibilidad
de composicion de valores que no sea isomérfica de las de los functores
veritativos. Por eso el 4dlgebra de clases debe tener las mismas propiedades
logicas que el célculo de enunciados. Sefialadamente, serd decidible, v le
seran aplicables las téenicas decisorias de la légica de enunciados (todas
ellas basadas en la de las tablas). Mas para que le sean aplicables esas
técnicas, es necesario definiv los functores de clases a clases y de clases
a enunciados mediante tablas de valores. Sélo asi, en efecto, se podrén definir
valores para los enunciados sobre clases. Por cjemplo: no sabemos qué
valor veritativo (V o ¥) puede tener el enunciado

(2 «NACa

si no sabemos antes qué valores atribuir a e N gy a ay g

Ahora bien: la definicién de los functores en la interpretacién normal
de la légica de enunciados se establece mediante los valores V v F, atri-
buidos a los argumentos de aquellos functores. Es claro gue no tiene direc-
tamente sentido decir de una clase que es verdadera o que es falsa, Nuestra
interpretacion de la logica de enunciados para hacer de ella una dlgebra
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de clases exige la eleccidn de dos valores que se comporten respecto d? iqs
functores de clases a clases como V y ¥ respecto de los ﬁw*‘rw veritati-
vos, pero que tengan sentidos en el {‘Qer'tenezeag al) nnivorso del 55@;;0
de las clases, Convendremos en la sigulents reinterp im: un_simbolo
de clase tendré el valor positive, que simbolizaremos por ‘4, enands repre-
sente una clase a la cual pertenczcan todos los ohistos, cuando sea una
clase universal; ejemple puede ser fa cdlase de i:{ts 1 & 5:].6"?18‘52 la
propiedad Ser-o-no-ser-tervesives. ¥ una clasc tendrd el _.mf;:, qxie
simbolizaremos por ¢, cuando sca una clase nula, u?i? : sin rw%fé
miembro, como, por ejemplo, la clase de las cosas que Henen la propiedac
Ser-y-no-ser-terrestres. '
Con esos valores, las definiciones de las funcch'aes

modiante tablas tienen el sigulente aspecto, isomorfo del de las tablas de
las correspondientes funciones verifativas:

-

de clazes a clases

g

Tasra 1

s O

0
-+

| |
N
% |

Lectura: ‘si ¢ esunsa clase v i
i« s una clase nula, enfonces su complemen

Tspra I

i I
[T+ o
‘ &

% i L e s %
] . H i

H i §
REIESRIN

Lectura: ‘si %, o B, o ambas son clases mniversales of & LU A o5 uns clase

universal; si & v 8 son ambas clases nulas, cos ¢ i) 8 s una
clase nula’

Tanna I

o i I |
I |
| ; /
= + 0
|

i

: 1 1 . una clooe :

Lectura: sie, 0 8, © amnas 5O Tiases nulas, entonces & M A s uvna case n;xla.p

si @ v B son ambas elases univereales, entoness & {1 £ o5 upa A%
universal.
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Las funciones veritativas, o funciones de enunciados a enunciados, no
pueden aplicarse a + y 0, sino sélo a valores veritativos. Pero las funcio-
nes C y =, funciones de clases a enunciados, tienen aqui un papel media-

dor: ellas so aplican a - y 0 y dan valores veritativos a los que = su
vez pueden aplicarse funciones veritativas:

Tapra IV
c -+ 0
+ v F
it v v

Lectura: ‘el enunciado ‘e ¢ g es fulso si v s6lo sl = g5 universal v B es nula; en

cualquier otro caso de los cuatro considerados es verdadere’,

Tasra V
S -+ ¢
- Y B
0 F Y

Lectura: ‘el enunciado ‘e == & es falso sf « es universal ¥y 8 nula, o sl ¢ o2 nula

¥ 8 es universal; en los otros dos casos considerados es verdadera’.

Con estas tablas, las de las funciones veritativas ¥ unas reglas de for-

macién adecuadas, se puede decidir de cualquier formula del 4lgebra de
clases:

A} sirepresenta (a) una clase nula, o (b) una clase universal, o {c} una clase
ni universal ni nula, para toda posible distribucién de valores,

B} si es (d) una verdad formal, o (e) una falsedad formal, o (f) una férmula
consistente.
He aqui algunos ejemplos de decisién:

la férmula

(%Y o U g

representa una clase universal para toda distribucién de valores, como

puede verse por la Tabla VI, en cuya tltima columna no aparece méas qus
el stmbole 4%,
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Tapra VI

:
i

i gl—e
|

¥

‘w

£

|
EaF

|
|
|

Diremos de una clase asi que es Tormalmente univer
abandonaremos este modo de hablar
La formuls

(4) o —g

representa una clase formalmente nula

Tapra VII

;
: !
o : J— @ Yo
é o 6
i
1
£ t i
o i -t v
|

La formula

) “U g

Tasra VI
% 8 el 8
+ L+ |
0 + 4
+ g -+
6 o 0

La formuda
(6) g fem—eld—F

es una falsedad formal

fa)
[543
o

mente mula:
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La formula
N aNBfCalURB
es una verdad formal:

TaBra IX
@ 8 Emﬂﬁ cUB | (D
“+ + J + -+ v
0 + ‘ 0 -} v
+ U - v
0 0 ‘; 0 0 v
i

También es una verdad formal la férmula

) laCBIA[RC Y] [aCy]
Tasras X
& £ Y 2 T8 | BCy {CCC.B]A[BC}J ey )
- | T v v v v v
0 -+ o Y ' A v v
-+ | G -+ F v F v v
0 0 . v v v v Y
+ |+ 0 V ¥ ¥ I Vv
0 - 0 % F ko v v
-+ G 0 13 v ¥ ¥ v
H Q 0 | A% AY v v v

Considerando esas nociones elementales del lgebra de clases se apre-
cia su pobreza como instrumento para el anélisis de un Ienguaje clentifico
e el cual se hable de clases: el 4lgebra de clases no permite referirse a la
relacion que media entre wn objeto y una clase de la que es miembro.
Esa relacion, que se llama “perienencid’, se simboliza por ‘¢’ Esta insu-
ficiencia reproduce una que ya vimos en la légica de enunciados respacto
del uhiverso del discurso propio de ella: def mismo modo que Ia ldgica de
enunciados no permite analizar la estructura de los enunciados atémicos,
asi tampoco el 4lgebra de clases permite analizar la estructura de las clases
tomadas como sillares para componer otras. Para superar esa limitacién

del andlisis, que tene varias consecuencias, apelaremos a la logica de
predicados (monadica).
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77, La logica goneral de elases. — La relacion entre la zics de clases
y la légica de predicados monddica puede aclararse de el punto de
vista de la teoria del conocimiento: un enunciado predicstive monédico,
como
)] Juan es altg,
puede entenderse de dos modos: uno intensional, segfn el cual (9) signi-
fica
(16} Juan tiene la propiedad de ser-alto;

¥ otre extensional, segln el cual (9) significa

(1D Juan es un miembro de la clase de las cosas llamadas “altas’,

La distincién tradicional enire la compreunsién y la ex
predicados (de los “conceptos”} se relaciona directamente con nuestro tema
(cfz. 15): todo predicado monidico tene asgciada a su inls una
clase. Por eso pueden reducirse las expresiones predicativ onadicas a
simbaolos que representan clases, que es en realidad Jo que hicimos en 78
al mostrar la decidibilidad de la perte monddica de Ia lgics de predica-
dos. La logica de predicados monadica es, pues, la parte del cdlenlo 16gico
més adecuada para obtener, mediante una oportuna ve mretacidn, una
logica gemeral de clases. Utilizaremos en ella todo lo que necesitemos de
la notacién de la légica de predicados, para definir los ¢
tales de Ia I6gica de clases. Volveremos incluso a definir los fonctores de
clases a clases v de clases a enunciados, con objeto de irlos te-
niendo en cuenta la relacion de pertenencia, cosa que no p s hacer en
el &lgebra.

Antes de proceder a esas definiciones con ayuda de los sfmbelos de-la
logica de predicados, vamos a introducir una notacion prop
de clases, a saber, la notacién de aebstraccidn de clases. Bl 1
cidn’ nos es ya conacido en un contexts filesdfice (efr. oo
en un contesto formal {cfr. cap. IV). Este dltimo nos !
poco ahora: en 28 hahlamos de “abstraccién funcional’ p
operacidn por la cual se construye una funcién ldgica a pi
nadas formaciones lngiiistices. Andlogamenie pueden consiny
como acabamos de decir, a partir de expresiones monadions de la logica de
predicados. Por ejemplo, dada la férmula “Pd, puede cons sz Ia clase
de las cosas que son P. Llamaremos “abstraccion de clases” a esta operacidn.
A ella nos hemos venido en realidad refirfendo en este o hasta el mo-
mento, La notacién es Ia siguienie: una expresién de la

12) 2[X],

3y también
fear un

r5e clases,

<1

en la cual ‘% es una variable individual con wn acento o
una férmula de Ia légics de clases (escrita con simbolos de Jo Mgica de

15, — INTRODUCCION & La LAGICA
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predicados monddica también), se leerd: ‘la clase de los objetos =z, tales
que satislacen a X'. Los miembros de esa clase son los objatos Cuyos nom-
bres, usados como interpretacion de la variable ¥ en X, hacen verdadera
a ésta. La justificacién del término “abstraccién’ en este contexto es obvia
desde el punto de vista de la teorfa del conocimiento: pues los objetos en
cuestion seran sicmpre algo més que meros “satisfactores”, por asi decirlo,
de X. Por tanto, al considerarlos sélo desde ese punto de vista, se hace
abstraccién de cualguier otro comportamiento suye, de cualquier otra pro-
piedad suya. Otva lectura més breve y frecuente de (12) es: “Ta clase de
los x tales que X'. Diremos que la variable “x" estd ligada (como si estuviera
cuantificada) en ‘% [X]", Estas expresiones se llaman ‘abstracciones’ o ‘abs-
tractos’, y el simbolo " puede llamarse ‘abstractor’. Otra notacién fre-
cuente equivalente a " [X] es ‘x = [X] (Fs dlaro que si X no contiene
a %’ la abstraccidn es “vacia”: no define ninguna clase porque la clase
en cuestién estard va defnida de otro modo. Pero es bueno no excluir la
posibilidad de escribir la notacién incluso en ese caso.)
Ejemplo: la expresién

(13) % [x es personaje del Quijoie]

representa la clase construida por abstraccién de (o la clase asociada a) la
propiedad Ser-personaje-del-Quijote; o, mis simplemente, la clase de los
personaies del Quijote.

Con esa notacién de la abstraccién de clases, podemos proceder a las
siguientes defliniciones:

(DC14 =g ¥ [~ xe el

Lectura: ‘el complemento, — «, de = es la clase de los x que ne son miembros
de «. Méas literalmente: ‘Ta clase complemento de « es la clse de
los x tales que x no es un ", Obsérvese que no es necesario escribir
‘Ted enlre paréntesis para negarle, es decir, que no es necesado ss-
cribir ‘. {x e ). No hay confusién posible acerca de lo negado per
‘S, pues -7 es un fanctor veritativo, sélo aplicable a enunciados, y
ni % ni ¢ son enunciades, Henen valor veritaiivo, sino sélo ‘xee,
Observaciones andlogas valen para las deliniciones siguientes.

{DC15) GUB=gk{xeavxep]

Lectura: ‘Ja suma de o v 8 es la clase de los « que son miembros de = o son
miembros de 8 o son miembros de ambas o v g.

(DC18) aMNB=gpilrxeaarxepl]

Lectura: ‘el producto de « v B es la clase de los x que son a la vez miembros

de oy de 8.
{DC1T) e C B e rea—ae gl
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Lectura: ‘el enuncindo ‘= estd incluida en § sguivale por 5"
ciade ‘para toedo %, sl x es un «, entonces x es un F,

(DC18) e B ey () renerxe B

. . . Te e
Lectura: ‘el enunciade ‘o igual 8 equivale por definicién a
) : "
todo %, = es un & sty sélo si x es un A7,

La identidad individual puede definirse del modo sigs , 7116 ©5 una
expresién del “principio de identidad de los indiscern propucsta por
Leibniz. Segdn este principio, puede Hamarse “idénticas” a las cosas gue
no se pueden discernir {separar, distinguir}, porque pericnecen a las mis-
mas clases:

I

{(DC19} T =y ey (ereaeryeall

Con (DCI8) v (DC1Y) tenemos definidas la ident
identidad de individuos. Esto fustifica el uso — que ya
sin justificarlo ~ del simbolo “==" para definiciones {"=zg/). ;C
mos enunciados, seguiremos usands, como hasta ahora, "oy
de enunciados, que generalmente se obtienen enf
ciacdos. En cambio, cuando definamos clases nuevas &
conacidas — por ejemplo, una clase « diciendo que es la ¢
usaremos ‘—g; enire los nombres de esas clases, que son T
letras sin enfrecomillar,

Se observard que (DCI8) y (DCID) son expr
es decir, que corresponden a férmulas de la légica de |
gundo orden. (DCI8) tiene simbolos de clase en posic
predicado digdico “="). (DC19) tene cuantificado um st
simbolos de clases corresponden a simbolos predicativos,
la expresitn del “principio de identidad de los indisc
predicados es: ‘pueden considerarse idénticas las cosas que tHenen las mis-
mas propiedades”

{20 Tay e2q (P [FPrx = Pyl

de clases v la
mos practicado
de defina-
nombres
o los onane
de clases va
isnmente es8s

i Bge
O

s de segundo orden,
i de se-
ce (del

La diversidad entre individuos puede definirse del modo

(C21) gy ey Halxeoa~yeall
Y la diversidad entre clases de individuos:

(T2 g ey Bxireaa~xe Bl

Y

(DC21) y (DC22) se traducen a la légica de predicados por (23) y (24) res-

pectivamente;
{23) e Iy €3 "HP [P e Pyl
(24) e IPOY g ‘Ha[Pra~ Qxl
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Tambien (DC21)-(24) son expresiones de orden superior (concretamente,
tal como estdn escritas, de segundo).

La traducibilidad de las expresiones de la légica de clases a expresiones
de Ia logica de predicados mopddica, y viceversa, que acabamos de ver
en los cjemplos (DC19)-(24), permite obtener teoremas de la ldgica de
clases con los métodos de céleulo de la légica de predicadoes. En particular,
para todos los teoremas obtenidos al estudiar la légica de predicados hay
teoremas andlogos de la 1ogica de clases. Por ejemplo, el teorema de la

logica de predicados (TP18),
(2} Py — Px] <> [Py ~» (x)Px],

suministra el teorema de la Idgica de clases

(TC25) (Wiyea—aca] e [yea— (w)[xeall
Olras transcripeiones:

{TC28) {()[rea] = yea i A5 (5)Px— Py,
(TC27) yea—>Hx[xe o) 1 AB: Py — HxPx.

El teorema de la légica de predicados (TP16) puede Hevarse a una
forma algebraica:

{TP18) (2}[Px =~ Qx] A (x)[Ax — Px] — (x}{Rx— ~ Qx].
Una primera iraduccion nos da:

{rea—s~xeglafs) [rey—2xeca]— () {ieyw

~> ~xeff]

formula que, por la definicién (DCIT), nos da el teorema del dlgebra de
clases:

(TC28) aC—AarCa—ay C—3

78. Clase nula y clase universal. — La escasa capacidad apalitica del
dlgebra de clases se nos puso de manifiesto en 76 por el hecho de que con
aquellos medios algebraicos no era posible tomar en consideracion los miem-
bros de clases. Esto tiene una consecuencia importante: que para poder
definir las funciones de clases por tablas de valores tuvimos que suponer
que toda clase “atémica”, sin analizar, es universal o nula. Este no es, na-
turalmente, el caso siempre en un normal discurso sobre clases. Por eso
en el algebra tuvimos que introducir una expresidn que abora vamos a
abandonar: allf hablamos, en efecto, de clases “formalmente nulas’ v “for-
malmente universales’,
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Cuando una clase es lo que entonces llamamos “for
do en todos los lugares de la Gltima columna de su tabla o el simholo
U, es que carcce de miembros “para cualquicr interp de las
clases que la componen, es decir, carece de miembros por su estructura,
cualesquiera que sean las clases gue se utilicen para realizar esa estructura.
Carece, pues, de miembros, por razones formales. (Fl ¢ o que vimos
era el de las cosas que son a la vez terrestres v no-ts ) Pero una
clase puede no tener miembros por razones no formzles, sino empiricas.
Por ejemplo: la clase de los reyes de Francia que han o en la pri-
mera mitad del siglo xx Llamaremos “vacias a las ¢ sin miembros
por razones no-formales. T "nuly’ 2 la clase sin miembros por razones
formales, de estructura (de la [Srmula o propiedad de que se absivae).

En el 4lgebra de clases iuvimos también que consiclerar que una clase
elemental, o sin analizar, que no fuera nula tenia gue ser una clase miem-
bros de Iz cual fueran i:odas ias cosas. Pero éste tf&mmm o5 siempre el
caso. Por eso distinguiremos también entre clase universal v clases su‘}p?ew
mente no-vacias. Por ejemp}a la clase de los espaficles es vns olase no-vacia
sin ser una clase universal. Clase universal es, ez cambic, Is de las cosas
que son terresties o no lo son.

Las clases universal v nula ss definen, respectiv

e pula’, cuan-

(F2C29) Voo £ [x = 2],
(DC30) A=y ilmr=zxl

La afirmacién de que una determinada clase, @, es no-v se simboliza
por ‘Hlo. Necesitamos esa afirmacidn, por ejemplo, p
teorema de la logica de clases andloge del teorema (TPL7) (D
légica de predicados:

(TPIT) (2}[Px > Ox] a (x)[Px — Rx] 2 BxPr — Hx[ Az 4 Ox].
{TC31) eCRBaaCryradliea-s TGN

La traducibilidad de las frmulss de la ldgica de clases 2 las de la
légica de predicados hace superflua la construccién de un o
para la dgica de clases. Pers la posibilidad de %:;tﬁlzar un
para ambos lenguaies no debe hacer olvidar las
(propiamente IGgicas] entre ambos. Asi, por ojem
significa que la clase « es no-vacia, que tene al menos un miembro, Eso ng
eqmva]e 2 1a afirmocién de la existencia de la clase o, sino que o ung afirma-
cidn mds fuerte: la afirmacitn de la existencia de cosar gue son miembros
de la clase «. Es una abreviatura de la que se puede v por la
signiente definicidn:

(DC32) Bla vy HBalee el
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Consiguientemente, la negacién de “H1¢’, ‘~ 3 1<, no es la negacién
de Ia existencia de la clase o, como sugeriria una precipitada traduccidn
del cuantificador "X de la logica de predicados. ‘~ 1o significa que ¢
no tiene miembros, que es vacia. Y esa negacién no equivale a la negacién
de la existencia de la clase «. La clase o puede considerarse “existente” como
clase vacia, pues una clase es un abstracto, no es simplemente sus miembros.
Por eso debe distinguirse, por ejemplo, entre una clase « que no tenga méas
que un miembro, &, y este miembro mismo. Para indicar que « es la clase
que contiene a ¥ como Gnico miembro suele escribirse

{33) o == {x}.
La definicidn de 1a clase {x} es:
(DC34) {x} =a §y = «].

Anédlogamente se escribe, por ejemplo, si g es Ia clase de los dos tnicos
miembros z, 1

8 = {z, u}.

La diferencia entre x y {x} puede apreciarse observando que % tiene
la propiedad de ser miembro de la clase {x}, propiedad que {x} no tiene.
Segin el principio de identidad de los indiscernibles, « v {x} no son, por
tanto, idénticos. Una clase de un solo miembro es, por ejemplo, la clase
de los satélites de la Tierra visibles a simple vista,

78. El principio de abstraccidn y Ia paradeia de Bussell. — En 77 en-
contramos expresiones de la logica de clases que pertenecen al segundo
orden légico. Esto ocurre también con el principio que expresa la forma-
bilidad de clases a partir de expresiones predicativas, llamado ‘principio
de abstraccién de clases’. Sabemos que una clase se constituye abstrayendo
mediante una propiedad que permite reunir todos los objetos que la poseen.
Esto es lo que tiene que expresar el principio de abstraccién, a saber: que,
. para toda clase, «, hay una propiedad, P, tal que para todo objeto, x, el
pertenecer a ¢ es lo mismo que tener la propiedad P:

{35) (o} HP (2} [x ¢ @« Px].

Por nuestra experiencia con la légica de segundo orden, o de orden
superior en general, podemos temer que expresiones de la ldgica de clases
en las que, como en (35), se cuantifiquen simbolos de tipos 16gicos diversos,
como ‘%, que es de tipo 0, y ‘@’ y ‘P, que son de tipo 1, den Jugar a la
paradoia de Russell {cfr. 65). Asi es, en efecto: sustituyendo la variable
predicativa ‘P de (35) por la constante predicativa no ser ¥, tenemos:

(36) () [reaer wxexl

|
l
|
%
|
|
|
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S8i no hay ninguna restriccién sobre el uso de simbolos de distintos tipos
19gicos, (36) vale para tode «. Dicho de olro modo: todo o guiers
decir “para todo sfmbelo de la iogica de clases, euslg que sea su tpo
légico. Lo que permite afirmar (38) para ol sim de la 1égica de
clases ‘%, o sea, sustituir en (36) "o por ‘%, con lo glie obionz

{37} (xylrexerwxexl

Fsta contradiccién es la paradoja de Russell escrita en el lenguaje de la

légica de clases. )
Consiguientemente, también la légica de clases tiene que emstruirse
segun la teorfa de los tipos logicos, de mode que se prohihan formaciones
como ‘xex, en la que los simbolos situades a a de ¢ son ﬁel
mismo tipe. Esto se consigue cstableciende una = ; gz.stsms%}?a
de los stmbolos por sus tipos, e introduciendo en las de fsrmz}cwn
expresiones

ion de tipo # ¥ ofro

1

de férmulas y enunciados la prohibicién de que sean
que afirmen la pertenencia entre un simbolo o exp
gue no sea de tipe n-- L - I
Con estas precauciones o restriccionss oo ha ¥
la paradoja de Russell MNe lo es a pastiz Eiei v
clases, puesto que la teoria de los tipos prohibe la sus
El principio se formulard, por ejemplo, para el orden n:

Yo deducir
o
accién de
: de "o’ por %,

g

(353) {"’(Z) "qup @:”ﬁixB ia;--klx & Mo £ 91}'_9:;—11}

de la logica
soln de tipo o de
puede sustituir a

‘(") no quiere decir ahora lo mismo que ‘para todo
de clases, cualquiera que sea su tipo', sing: ‘para tode
la ldgica de clases”. ¥ %" no es de tipo n, Por tanto,
¢’ en el operando al practicar la eliminacién de "}

La restriccién, que equivale a prescribir que todas las 5 ! :
de pertenencia o identidad de Ia légica de clases sean de las formas tpo-
lbgicas

nylx e ‘i'.xj siy — ?tx5

no se impene a la inclusidn: entre dos clases del mi o tipo puede ?}'La%er
inclusidn, Sea, por efemplo, ia clase de los catalanes, v Entonces los simbo-
los de tipo légico 0 representan individuos catalanes. La clase de los catala-
nes que viven en el distrito I de Barf:eimm se 1
de Hpo légico 1, pues s una clase de individ
clase “’. La clase de los catalanes que viven en Barer
también por un simbolo de tipo 1, pues es una clage de !
Llamémosla "8 Podemos definir ¢ v £ del modo =

s da tipo & Llamémosla
se representa

203 de tipo 0.

{38) @ =g £[x o5 caraldn & % vive en el distrito I de Barcelona]l.
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{39) B =ac *[x es catalén a x vive en Barcelonal.
T por su parte se define,

{40) v —a %[x es catalan].

Con o, 'f' v ', todas de tipo 1, pueden escribirse las expresiones co-
mrectas (formulas), que ademdés son verdaderas:

{41) a CB.
(42} @ C .
(453) 8 <.
(44) aMNBACH.
(45 aUBCHy.

Pero no son correctas las QXPYE,‘S}:OHSS

(46) @ef,
(47 .G,

pues 1o tiene sentido decir que los catalanes que viven en el distrito I de
Barcelona sean un individuo miembro de la clase de los catalanes gue
viven en Barcelona, ni un individuio miembro de la.clase de los catalanes:
sino que son subclases de esas clases.

5i en cambio construimos la clase de todos los grupos de catalanes,
definidos con criterios locales o geogréficos, v Ja llamamos ‘8, entonces son
expresiones correctas (v verdaderas):

{48) o e d;
(49} © B
& es de tipo logico 2.

La teoria de los tipos intreduce una considerable complicacién en la légica
de clases. Pues exige que se definan de nuevo las constantes logicas para cada
tipo. in efecto: no es tipolégicamente la misma relacién « la que media entre
bz y 18 en

(50) o g,
que la gue media entre lu y "y oen
(51) toe Py,

La ‘e de (50) simboliza una relacidn entre individuos y clases de individuos.
La ¢ de {51) simboliza wna relacién entre clases de individuos y clases de
clases de individuss {clases cuyos miembros son clases de individuos). Ast habrd
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v oala

que distinguir enire ambes ¥, Yamando a ls primera, por = 3
segunda 3¢, Anflogamente habrd que volver a definir ipo ', U5,
‘0, =,V y ALy formular el principic de abstraceldn para ne= 1,8, 3, L

Para evitar la comnlicacién resultants se ha mtroducido = solucidn que
permita prescindir de ln teoria de los tipos sin caer en la p in de Russell,
La solucidn mds clésics es la Introducsién de I idea de clomeonto en la formula-
cién del principio de abstraccién {Zermelo). El pr io de abstraccifn se
formula como sigue:

I

(35b) (e} P (z} lrxeaerFainernaPx]l

iz

La existencia de 5 y la clfusnls wed represen nrhoter de “elemento”
de x, gasantzan que % es una entidad “normal”, por ast 4 s, gue ya perte-
nece & alguna otra clase » “antes” de ser abstraida la clase «. x no es uma en-
tidad paraddjica. La idea de Zermelo, que es antigua, tions s versiones
menos antiguas v alguna reciente.

BMaeres ¢ag-
. White-
nden en

80. Algunes concontos fundamentales de Ia ny
dinales; pares ordenades, — Siguiendo a Cantor, Fi
head, es corriente concebir los mimeros cardinnles,
1a sistematizacion general de la aritmética a los ntmeros on
como clases de clases de objetos cualesquiera. Se s
Cantor construyd su teoria de conjuntos, entre otras cosas, D
concepte de ntmero cardinal. Cantor define el nd
conjunio como el conjunto de todos los conjuntos coo
conjunto.

Segin esa ides, el niraero cardinal 1, por efernpln, es la clase de todas
las clases coordinables con cualquier clase de un solo bro, o ses, la
clase de todas las clases gue solo tienen un piembro. La apariencia de
peticién de principic que tiene la definicién del =t rardinal 1 asf
construida se disipa si se tiene en cuents que el adictive “un’ que aparecs
en el definiens no representa el concepio fdenico del ntmero cardinal 1,
sino clerta nocldn intuitiva operatoria. Al escribir la anterior dofinicidn del
numere cardinal 1 en el lenguaje de la logica de clas saparcce Hpogra-
ficamente aquella apariencia de peticidn de principk

(DC52) 1= [3x (o= {x}]]

Lectura: ‘el ntmerc cardinal 1 es la clase, &, de todas las clases «, tales que hay
un individuo, x, de modo que « es la clase Iz 1o
bros es x.

Adoptando, para indicar una clase de n miembros, una notacidn

(58) {xi: Xgy coos xss}y

podemos definir cualquier aiimero cardinal segdn ol
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usado antes para definir ¢l ndmero cardinal 1. He aqui, por ejemplo, la
definicién del mimero cardinal 3:

(DC54) 3 =g & [Hx Hy Tz [o = {x, v, YA~ E ==Y A
A X=mZA oy = 2]].

Otra nocién de uso fundamental en aritmética es la de par ordenado,
que sirve, por ejemplo, para delinir nuevos nimeros como pares ordenados
de otros niimercs conocidos, Un par ordenado es, por de pronto, una clase
de dos miembros. Pero ¢l orden en que se presentan los miembros es preci-
samenfe una de las dos caracteristicas de que prescinde la ldgica de
clases, la absiraccién de clases, Por eso el cardcter ordenado de las pares
(0, en. general, de una clase de n miembros) tiene que ser definido y cons-
truido. Para simplificar la notacidn suelen usarse paréntesis angulares,
< >7, para indicar que los micmbros situados entre eilos estan ordenados,
segln se presentan tipograficamente, en la clase de que se trate, Con esta
notacién escribiremos:

(DC35) <x, Yy w=a (02) [p= {{x),  {x, y}}]

Lectura: ‘el par ordenado <x, y> es la clase z, la cual Hene dos mismbros que
son: la clase cuyo dnico miembro es =, y la clase cuyos miembros
son X €y,

Se observard que si x e y son de tipo 9, el par no ordenado {x, i} es de
tipo 1, y el par ordenado <x, y> es de tipo 2 (la clase z es una clase de
clases de individuos del tipo de x y de y).

Segin el misme principio se define, por ejemplo

{DT56) <z, Oy, Tz o (10 Plu = €0, Yy, <Oy, 23 L

81. Mozfelogia de la I6giea de clases.— En este capitulo hemos prescindido
de exponer ordenadamente la gramética de la légica de clases. Nos hemos apo-
yado intuitivamente en Ja nocién de formula ya adquirida en la légica de pre-
dicados. La base morfolégica de la gramdtica de Ia 16gica de clases difiere, sin
embargo, de la morfologia de la légica de predicados de primer orden, ¥mica
para la cual definimos propiamente la nocién de férmula. Aqui veremos breve-
mente lo esencial de la definicién de ‘férmula de la Iégica de clases’, con lo
que quedart indicado por analogia lo que es una fbrmula de la légica de pre-
dicados de orden superior. Salvo en la definicién misma de férmula, prescindi-
remos de repetir los elementos morfoldgicos que se tomen sin modificacion de la
logica de predicados de primer orden. Por otra parte, en vez de usar mindsculas
fatinas para variables de tipo 0 y mindisculas griegas para variables de tipo n > 0,
usaremos, puesto que nos proponemos indicar el tipo explicitamente, sdlo mi-
ntiseulas latinas,

Simbolos elementales o primitivos, — Ademés de los de la logica de predi-
cados de primer orden:
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a} Los simbolos constantes ldgicos ¢, ‘=" y *#’, {Los
‘T ==, V' v ‘A’ no hacen falta como simbolos p N
pueden definir por medio de & ¥ **" v los stmbolos de la ¥zica de predica-
dos; tomamos de todes modos ‘== como simbolo ele cihidad.)

by Variables y constantes (si hacen falta) de cada tipo, of das por ellos.
Iscribiremos las variables v las constantes con Indices » icns para indi-
car el tipo,

¢} Llaves, ‘IE}’, y paréntesis angulares, '<{>
Piezas morfolégicas qus no existen en la gramdtica de Ia 1t

cados son los
Abstractos. —- 5i X es una férmula, entonces % [X] es una expresidn nominal

que se lee ‘la clase de los x tales que X

de predi-

Ciro elemento nueve de la morfologis es la definicién de
Cipresidn de tipoe w

1) Una varinble %" es una expresién de tipe n.

2) Una constante 7a’ es una expresidn de tipo n.

3) 81X es una férmala v 7% es una variable de tipo #, en
una expresion de fipo n-F L
Definimos por dltimo:
Férmula de la ldgica de clases:

I. 81 "% es una variable de tipe n, y ¢ una constante de Hpo n, y w1y
una variable de tipo n 4 1, y 35" una copstante de tipo n 4 1, en-
tonces

e g KAE*J.E{’
Hy o n«{LIb,
ey g 1 "{"E?f
7
ey g B k,LiE}

son formulas (atdmicas).

1L 5" e "7y son variables de tipe ny a’ y 75 son oo

tos de tipo n,

entonces
ﬁx froy ngfcj
ﬁx —_ ”CZ,
ey o il

son formulas (atdmicas)

III. El resultado de sustituir en una frmuls atdmics uns v
por un abstracto de tipo n a5 una f6rmula.
IV, 81 X es upz formula, . X tamhién lo es.
V. 51 X, ¥ son férmules, X v Y también lo es.
VI 5i X, Y son formulas, £ a4 Y también Io es.
ViL 81 X, Y son f&maulas, X — Y también Io es
VIIL 5 X, Y son #rmulas, X «» Y tambidn lo es.
IX, 8 X es una formula, {%=3[X] también lo es.
X, 5 X es una férmuls, Tx[X] tambidn lo es.
XI, Minguna expresién es una férmula sing en virtud de TX
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LOGICA DE RELACIONES

82. Las prepiedades poliddicas come relaciones. — Una expresitn pre-
dicativa poliddica, como ‘Pxy/, puede entenderse de un modo muy natural
como simbolizacidn de que entre x e y media la relacién P. $i P simboliza
la propiedad ser-padre-de, eatonces Py’ podria leerse: “x es padre de
0 sea, ‘x estd en la relacién padye-de respecto de 3. La lectura o interpre~
tacién relacional de las expresiones predicativas diddicas o poliddicas en
general estaba ya implicita en las reglas de formacién de férmulas del
calcalo de predicados. Una lectura de ‘Pay’ que consistiera en la atribucién
de la propiedad P a x e i por separade — por ejemplo: “x es padre e y es
padre’— corresponderia en efecto més bien a una férmula como Pra Py,
pues el predicado ‘padre’ en esa lectura es un predicado monddico.

La falta de una teorfa general de las relaciones es una de las lagunas
mas importantes notadas en la légica formal de la tradicidn. Los razona-
mientos matemdticos mas elementales son razonamientos sobre relaciones,
que no quedan formalmente recogidos con sélo predicados mon4dicos, como
son los de la silogistica categdrica aristotélica. Sea, por ejemplo, la sercilla
afirmacién siguiente, para cuyo andlisis bastarfa la 1dgica de clases:

(1) 5i todos los andaluces son espafioles, entonces todos los hijos
de andaluces son hijos de espafioles.

Al intentar esquematizar (1) con predicados monadicos, hay que hacer
intervenir cuatro de éstos: “andaluces’, “espaficles’, “hijo de andaluces’, “hijo
de espafioles’. Esquematizdndolos, respectivamente, por P, ', § v T,
tendriamos:

(2 (2)[Px — Qx] -» {x)[5x — Tx].

(2) no es demostrable, pues no es un teorerna formal, no es universalmente
verdadera, como puede verse construyendo su tabla, o aduciendo una de
las muchas interpretaciones que la hacen falsa; por ejemplo, v en el mismo
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universo del discurso de (1), interpretando “F por ‘andaiuz, ‘0 por “espa-
fiof, °8" por “asturiano’ y “T por “extremefia’. )

La situacién cambia si se explicita la relacion hijo-de, simbolizable, por
ejemplo, mediante el predicado diddico "R, Entonces la es tizacion
de (1) procede asi:

@) esquematizacion de “todos los andaluces son espe

([P - Ol

b} esquematizacion de “todos log hijos de andaluces son !

>

£

:x de espafioles”:
(=} {y} Px & Byx — QOx a Byx].
Lectura: ‘si  es andaluz ¢ y es bijo de x, entonces x es espaficl e i es
hijo de &
Segin eso, una aceptable esquematizacién relacional do (3} es:
(3) (x)[Px — Qx] ~» () {y){Fx a Byx — Qx a Ryx],
Y (3) st que es demostrable:

3
i

Demaostracion de (3]

Li{h) (x}{ Pz — Ox] RP
.2(1) Pu—s Qu BE{); L1
L33) Pu a How RE
L4(3) Pu REa; L3
L53) Fou BREa; L4
1631, 3y Qu BE-»; LY, 14
LYL, 8) QualBow Blx; 16, L5
L8(1; Pu s o - Qu s Rou R —; L7
ofu] LYI1) (y){Pua Ryu - Gu a Ryu] :RE {3y L8
@ LI0(D) (x3 () [Px o Ryx - Qx A Ryx] Bi(y Le
L1I0) {x}[Px —> Ox] - (x3{y )Pz & Byx > RI-»; 110,

- e a Ryx ]

ey
it

rafe anterior,
n de propie-
dad poliddica — o sez, mediante una reinte te poliddica
de la légica de predicados-—, exactamente igual gue mos el con-
cepio de clase directamente del de propiedadﬁ*-“ Esgomsnfe, sin
embargo, fundar la nocién de relacién en la de clare, con ohjeto de refﬂ-
rirse no a las intensiones, a los conceptos relacionales, sino a sus exionsio-
nes; en vez de a la intencidn o concepto padre-ds, por ejempls, a la cxten-
gue el uno es padre

$3. Relactones v clases. - Como hemos visto halo el ¢

sién constituida por todos los pares do objeles i

del otro. e
Esta definicién de la idea de relacién por la de elase {gue fue presentada
o, fnevitable.

sisterniticamente por Wiener v Kuratowski) no es, des

%
Gk
]
-
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En realidad, la idea de relacién es, desde ¢l punto de vista de la teoria de
ia ciencia, una de esas nociones fundamentales cuya definicidn no puede
tener mds que una finalidad téenica, a saber, fijar una significacién a algo
que intuitivamente fundamenta tode pensamiento. Todo el mundo sabe Io
que es una relacion, pues hablar es relacionar: afrmar un enunciado es
relacionar de cierto modo algunos términos. En 82 demostramos una expre-
sién relacional sin apelar a la idea de clase. Eso puede bastarnos para
considerar que la logica de relaciones es légica fundamental y no tiene
por qué basarse necesariamente en la légica de clases. (Mds adelante vere-
mos incluse que las clases pueden definirse mediante relaciones.) For eso,
cuando, a partir de este punto, definamos relaciones por clases — siguiendo
el use tradicional —, acompanaremos a veces esas defniciones por otras
que no apelan a clases, con objeto de recordar la independencia do la
légica de relaciones respecto de la de clases.

La definicién del concepto de relacién por el de clase se basa en Ia
idea de pares ordenados. Limitdndonos, como haremos frecuentemente, a
las relaciones diddicas, sé entiende asf por relacién {diddica) Ia clase de los
pares ordenados cuyos miembros hacen verdadera cierta expresidn predi-
cativa. diddica. Esto es lo que expresa la siguiente definicién:

(DR‘@ R=g 4 1? [Rﬁy]

81 nos inspirdramos fielmente en la notacién de la logica de clases,
podriamos introducir mintdsculas griegas para representar relaciones, dejan-
do las maytsculas latinas como predicados poliddicos “neutros”, por asi
decirlo, o sea, sin interpretar relacionalmente. Con ellg (DR4) tendria el
siguiente aspecto:

{DRda) p =ar £ § [Ray].

Pero la costumbre de usar las maydsculas latinas para representar rela-
ciones estd ya delinitivamente arraigada, y también la seguiremos aqui.
Tanto (DR4) cuanto (DR4a) se pueden leer: ‘R (0 ) es la clase de los pares
ordenados <x, y>> tales que Bxy’; mas brevemente: ‘la clase de los % o i
tales que Rxy’

La definicién (DR4) corresponde a un principio de abstraccién relacional
andlogo al de las clases. Este principio, expresado ingenuamente (es decir,
sin indicacién de tipos, y sin evitar por tanto la paradoja de Russell) serfa
(utilizando por una vez mintsculas griegas):

(5) (PHBE) (<, y> ¢ p <> Ray).
La abstraccidén de relaciones impone naturalmente, como la de clases, la
distineidn entre tipos légicos. No nos detendremos aqui en ello. Pero con-
vendremos en que al escribir, por ejemplo,

nR‘i?
el indice "« indica el tipo légico de la relacién, y el subindice 7 el niimerc
de argumentos de la misma, o sea, que R es i-4dica. Al igual que hicimos
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T S D, . im-
con las clases, prescindiremos por lo comin de indicar el tipo de cada sim
ar slzuna sitoa-

bolo, aunque alguna vez valdrd 1a pena aludir a € para ac
cidn. Lo mismo vale de los subindices. :z

Cr s e L .

La nolacion "Ray’ indicara que la relacidn ancma

gamente para "B,y ... %, con n = £, Ofra notacion ;

tiene el inconveniente de ser menocs apta para # > 2.

84, Functores de relaciones, Cenversas. — Pajo el prosents epigrafe
estudiaremos functores que, como los de clases, son su
miento algebraice. Pero no nos atendvemos a un fn
algebraico de los mismos, por su relativa pobreza an
lizaremos tedos los medios analitipos que nos sumin
clases y la de predicados en general

R se lee: ‘complomento de . Una definicién g
ja idea de clase, sino gue tratara simplemente 3 “-~ H
(diddico en este caso}, serla:

{DR8a) o Bty gy e Haty'

puramonte
2, sino gue uti-
tran la légica de

T Onie 1o recuutiers 4
come predicado

B

e media entre

Eiemplo: el complemento de padre-de es la r
£ | LA 1
x ey cuando x ¢ i 1o estdn en la relacion padre-de.
(BRT) RUS =4 %§[BryvSayl
‘RU S se lee: ‘suma légica de By 5. )
Ejemplo: la suma l4gica de padre-de y madre-de es padre-o-madre-de,
o sea, progenitor-de,

(DR7a) B U S ay e “Hury v Sxyf
{DRE) BN S =a 24 [Bay & S2y] .

B 15 se lee ‘producio légico de K y 3 ,
Ejemplo: el producte légico de colega-de y mas
més-viejo-que, ¢ colega-mayor-de.

o es colega-

{DR8By) HN Say evq Baya Sxyf.
(DRY) RS <oy () {yy [Ray — Sayl

B C % selee: "R estd inclolda en 5
. .. . ore 4
Ejemplo: padre-de estd incluida en familiar-de.
{DRI1O) "Rz § ey {xd{(y} Bay < Syl
=15 se les ‘B y § son idénticas’.

: ; aned ode son idde ,
Ejemplo: tio-de y hermano-del-padre-de agn idé i ad
(DRE-(DRI0} deben, naturalmente, generslizatse parg relaciones &

cas eon n 2 2. Ello puede hacerse especificands para cada n esquemas
definiciones como el siguiente de "M

¥
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Rg F'} S,; ——ar l—'j :{:2 cea in [ﬁxlf‘.fg e Xp A lel\:Q xnj.

Suelen distinguirse estos functores de los carrespondientes functores de
clases afiadiéndoles un punto superior. Aqui renunciaremos a esa precau-
¢i6n, que no nos resultard necesaria para evitar ambigiiedades.

Las nociones de relacién universal y relacién nula se definen del modo
siguiente (limitdndonos a relaciones diddicas):

(DR1L) Vegiflo=xay =yl

El fondo intuitivo de (DR11) es que la relacién universal es la que me-

dia entre cualesquiera objetos por el hecho de ser objetos. La expresion
sin alusin a la idea de clase serfa:

(DR11a) Vay eyt =xay=y.
(DR114) puede leerse: “dos objetos, x e y, estin entre sf en la relacidn uni-
versal siy s6lo si cada uno de ellos es idéntico a sf mismo’,
(DRI A:dffﬁfwx:xﬁwy:y].

Para expresar que una relacion no es nula escribiremos I IR, de acuerde
(para relaciones diddicas) con la definicién siguiente;
(DR1Y) IR g Fx dy Ray'

Una relacién, Q, se llama la conversa de otva, R, si v sblo si vale la

equivalencia () Rxy <> Qyx]’. Para indicar la conversa de R se es-
cribe “H:

(14) Ray < Ryx.
Esto nos Ileva a la siguiente definicién:
(DR15) B =g £ § [Ryx].

Ejemplo: Ia conversa de progenitor-de es hijo-o-hija-de.

85. Productos y potencias relacionales, — K] producto 16gico de dos re-
laciones, definido por (DR8) bajo el epigrafe anterior, es una nueva rela-
cibn que sucle expresarse por un predicado compuesto, come “colega-ma-
yor-de’. Pero es frecuente que la composicién de relaciones interese para
obtener nuevas relaciones que en el lenguaje comin se encuentran como
predicados simples. Eso ocurre cuando las dos relaciones compuestas lo
estdn a través de un objeto que participa de ambas. Asi, por ejemplo si,
dadas las relaciones hijo-de y hermano-de hay un individuo que participa
de ambas puede ocurrir (pox ejerplo, si el individuo comin es segundo
argumento de la primera relacién y primero de la segunda) que aparezca
una rueva relacidn corrientemente nombrada por un predicado simple (en
el caso del ejemplo, 1a relacién sobrino-de entre el primer argumento de Ja
primera relacién y el segundo de la segunda), Esta composicién de rela-
ciones se Hama “producto relacional’ o ‘producto relativo’. Se simboliza por
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: . , e 10 ) o
un trazo vertical entre las relaciones afectadas, v se define (para dos rela
ciones, por de prento) del mode siguiente:

(DR16) B8 =g £ [Hz [RezaSayl].
Sin alusidn a clases puede escribirse:
{DRIT) ‘R Sxy v ‘Tz [Raza Syl
lo cual puede leerse, con la interpretacién anterior por sfemplo: “x es 50-

brine de ¢ equivale por definicién a "hay un z, tal que x es hijo de z v z es
hermane de ¢, o .
El producto relacional es asociativo, lo que nos exime de definirlo para
4
mas de dos relaciones:

(TR18) [RIS]1IP = RI[S|P.

o anterior,

‘hito-del-tio-de’, o ses,

it

Interpretando P’ por padre-de v 'Ry ‘S segln

[RIS]|P es sobrino-del-padre-de’, v ‘R [

“primo-hermano-de’ en ambos casos. y o
(TR18) es facilmente demostrable en su versidn o fraduccién logico-pre-

dicativa que, teniende en cuenta (DR17), es:

(39y  {x¥{y) [z (He {Aru s Suz] & Payf <> Hz {Rez

Esta traduccién se ha conseguido a través de lo
Formula inicial (TR18): [R[SI1|F = R|[[S]FL
Por (DR17):

Vsl
LY
[t
T
o
{0

[RIS]IPxy —Hz [H]SxzaPayl (pasc (a) ).
También por (DRIT):

RS xz e Hu [Hroua Suz] (paso {b)).
Por {a b j .

wy [R] 817 xy > B [Hu [ARxu a Suzi & Pay] {paso () 1.

Por (DRIT):

Ril[5]Play<» ¥z [Rxxa S|P ayl {paso (&)}
También por (DRIT):

S|P ay e Hu [Szua Puyl (pase {e)).
Por {d) v (e}

RSPl oy <> Hz [Ruz a Hu [Szu a Puyl] (pasa {£) ).

st justificada,
de % e 'y,
;
(paso () )
Hle aqui, a timlo de ejfemplo de demostracidn de *crr:sfv de la Ifsglé:a
i ieados, la ¢ straciin
de relaciones en el algoritimo de la logica de predicados, }}? demostrs Ldoz’; e
(TR18) o, més propiamente, de su traduccién (18), en al cfloule de la dedue-
cidén natural:

La infroducecién de "¢ en (18) en vez del *=" de (TRIZ)
fnalmente, por (DR19), que cxige ademis la geoe

16, = INTRODULCION 4 LA LOGICA
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Demostracicn de (19)
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El teorema (19), que eguivale por definicidn a esoribin
simplemente "R §1F en vez de "HI[S{P] o de”

En cambio, el producto relacional no es cs}nmuta 0. Si, con el efemplo
va utilizado, ‘R |5 ez ‘sobrino-de’ {7 h}}(}-ciei -hermano-de’), ontonces SR es
‘hermano-del- hqa de’, o sea, i por “hermanc’ seguimos cntendiondo — como
hasta ahora ticitamente — hermano de padre v madre, ST R es simple-
mente ‘hijo-de’,

Las potencias de una relacidn so canstmyep con el prod
del mismo modo que las potencias de mimeros con el pro (%
ros. La notacién es andloga:

wio relacional
oto de nhme-

(DR20) Rt =4 R.
(DR21) B* =4 R|R.
(DR22) R =g B[R

La nocién de potencia de una ;cifmién se generaliza pam s
al exponente 0" y & exponentes negaiwas La generaliz:
Hzada por R. Carnap siguiendo la lines de Principia B

(DRZ3) R =4 L

RO es la relacién de cualquier objeto, que pueda ser arg:
mismo, o sea, la relacién identidad.

(DR24)
(DR2S)

R-? A E{
B—% —,, A™

trodueai

o
i

Fn la intencién de Carpap, esas definiciones Bun
de los miimeros negativos {entcros) como expounentes de :

86. Deominios v compe. Descripeiones relacion on frecuen-
temente referirse a las clases de objetos que pucu i en una re-
lacién, o a los objetos mismos. Por ejemplo, a la clase de los objetos que
estan en la relacién descendiente-de con algln osbicto dado, o con vna
clase de objetos, o con objetos en general, Las siguientes definiciones faci-

litan un mode de hacerlo:

(DR26) Dy Ro =g 2 [Hy Ryl

Iy, que llamaremos "dominio gnterior, es un functor que, aplicado a una
relacién {argumento), da como valor una clase. Bl dominio an '-fo" de la re-
lacién B, es la clase de los @b}etos 2 tales que % estd e Ia vclacién By con
algo. {Tisto es, dicho sea de paso, la definicién de una clase mediante una
relacidn.) La notacidn tradicional de "DyR es "D'R. {La o n funcipnal
‘DR’ procede de Carnap. Pero para gue de verdad sea al, (DRE6)
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no tiene que ser una definicion, sino, como en Camap, simplemente una
equivalencia. Tal como se presenta en (DR26), ‘DR es una descripcidn,
exactamente igual que la notacién tradicional) En vez de 'dominic ante-
rior es corriente decir simplemente “dominio’.

(DR2T) DoRy =g § [z Raxy].

Leeremos Dy “dominio posterior’. Es frecuente tambicn la lectura “dominio
converse.

Notaciones predicativas de (DR26) y (IDR27} pueden ser las siguientes,
sin alusion a la idea de clase:

(DR28a) DRy’ oy "Hy Ray
(DRQ,Sb) ‘Dzﬂgy’ g Hx R;:Cy,.

De (DR26) v {DR27) y la definicién de H, (DR15), se obtiene
(TR29) Dy Ry = Deits,

Campo de una relacidn H es 1a suma Idgica de su dominio anterior y su
dominic posterior (tratindose de relaciones diadicas). Dicho sin apelar a
clases: un objeto ¥ tiene la propiedad de ser un objeto relacionado por R

cuando estd en la relacién B con algin otro objete o cuando algin otro
objeto est4 en la relacién R con él:

(DR30) CRy =g DiRy U DyRs.

{DR3Gq) ‘TR ¢3q "By [Hoxy v Royx]’.
Por {TRZ9) y (DR30):

{TR31) CR==CH.

La generalizacién de las mociones de dominie y campo a relaciones
n-hdicas con n = 2 no presenta més novedad que la necesidad de pres-
cindir de las ideas de anterior y posterior, sustituyéndolas por la idea de
dominic del lugar m (m=n) de la férmula relacional. Nuestre uso de
subindices numéricos afectando 2 "I’ sugiere ya esta generalizacidn. Asi
podemos escribir el siguiente esquema de definiciones, a partir del cual
pueden obtenerse definiciones propiamente dichas para n=1, n =2, etc.

(DRBQ) DmBn ar fim [EII1 Hxp ... Hl'm,z Ha gt v es
Hxn Bxy oo % oo Xn)-
(DR33) CRy =g D4R, U DoBi, U ... U DuRa

Las anteriores nociones son dtiles, entre otras cosas, para formalizar las
nocienes de “primer miembro’ y Mltimo miembro” de érdenes u ordenacicnes
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realizadas por una relacitn {Eéa%iﬁa, Primeros m}i?ffzi?«i jifi !
cién por una relacion, Ha, serén a@queikzs qfli pertenezein
pertenezcan a DRy, v tltimos miembros deﬁdzm % ‘01 als
que pertenezcan a 1,8 v no pertenezean & i

e " 1
(DR34) primeros-R ==ar % [¥¢ DR a ~ 5 e DeRL

. (oon médiio ) basada en la
Ta e pogid c Arneros neturales (con macino = }
Tn lz sucesién de los num 08 4 ves vale (sim-

~

i diate’, U dmer miembro, P
relacién ‘precedente-inmediato’, Y &5 vn ’?llrﬂf)z miembio, |
bolizando ‘precedente ipmediate’ por R

HeI)Ra~0eDRH o 5e8
Oaf[ffaalﬁﬁwﬂiﬁggﬁj.

(DR35) Gltimos R ==ar £ (£ Dafl & e DiRL

h]
- =T ~ o
it N g:iis2 ores qug disk 1a ordena
unio de los numeros nai:ulai 5 IREen g . 5

i el conj que ¢ &
- } miembro que s, nabum o, NUEVE

cidn menor-gque lene un Gitimo mi ~
Pres vale (simbolizando ‘menor-que por 1
Gs DR a~9c il 0 sea
Qe [:‘cngﬁmemaBlB}.

v de una orde-

i imer miembic ¥ aitime mi
Las nociones de ?IHBGL miemnarG ¥ de 1 | o
nacién pueden generalizarse pare ohtener la noodn

lngar Au
A o n v — B A
(DR3a, 350) miembro-m-Ry =ar % [28 DB b ~ % ¢ Difle
2
& oo X E DEHH A e A XE qugﬂ &
PRUDES 5 JUOS ;S GRS BN ¢ DBl

i o Hene o , wrimer miem-
Para expresar que una ordenacidn por B no Bene v T

bro se escribe:

(36) () [xe DR 2 DaRL N .
en cuyo case DhiRt ostd incluide en DLR (cfr. cap. HIV (DCIT), v POf
tanto

(36&) DA = CH.

Para expresar que una ordenacién por R no tens o
bro se escribe

(37) (x) xe D2 o HIL
lo que significa que ,E C DiR, v, por tanto,
i

(370) DiR = CR.
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Hemos visto que, a pesar de la notacién funcional, "D,R es una
descripeién (de una determinada clase). Por el hecho de que, como vimos
en 36, es deseable posibilitar Ja eliminacién de descripciones, hemos intro-
ducido también una notacién predicativa de las ideas de dominio ¥ campo,
sin alusién a clase determinada, sino mediante un predicado, ‘DR en el
caso de ‘I, que representa la propiedad D,R (es la definicién (DR28a),
Esta posibilidad debe tenerse en cuenta al estudiar las numerosas descrip-
ciones cuye uso es frecuente en ldgica de relaciones.

Asi, por ejemplo, puede interesar referirse al concreto objeto que estd
en la relacién R con el objeto y. Para ello puede empezarse por descri-
birlo mediante R por ejemplo, como “el R de i (el padre de Cervantes).
La notacién corriente cs
(DR38)

Con una notacién sin descripciones podemos escribir:
(DIR38a)
(DR39)

Otras veces, la entidad a la que interesa referirse ser& no el x individual
que estd en la relacién R con y, sino, porque haya més de un tal x, la
concreta clase de éstos; por cjemplo, la clase do los objetos que estin con
Cervantes en la relacién antecesor-de (0 sea, la clase de los antecesores

de Cervantes). Clases asi son las definidas mediante descripciones como
la siguiente:

(DRA0)

B}g =ar (’I:E) ny.

‘Byx g Hx [Raya(2) [Ray =z =x]].
Bz ar ('.'y} B.’.‘iy.

—y
R’y —az X [ny].

-—.>

R’y puede leerse: “los R de v/

La clase de los objetos con los cuales x esti en la relacién B se expresa
por la descripcién

(DR41)  Wx =y §[Ruy].

L
R's" puede leerse: “los y cuyo R es «
Ejemplo: si ahora "x" es “Cervantes’ y ‘R sigue siendo ‘antecesor’, enton-

o
ces "R'x" es “la clase de los objetos cuyo antecesor es Cervantes’,

La siguiente definicién describe el dominio anterior de una relacién
diddica, como en (DR38)-(DR41), para un dominic posterior reducide a
objetos de una clase determinada, «. Por ejemplo, tratdndose de la relacién
antecesor, como antes, o puede ser la clase de los descendientes cue han
vivido mds de veinte afios.

(DR42) RYa =4 % [dy [y7c wa Rxyl].

Puesto que @ C D,R, de (DR42) se desprende
(TR43)  R”a C DiR.
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1 exprosan las
itaciones o

Restricciones parecidas de los dominios de una s
siguientes definiciones descriptivas, que suelen Ham
‘especificaciones’

(DR44)

{DR44) define la limitacién de la relacién B a un 4
tituido sélo por la clase «.

{DR45)

(DR45) define Ia Hmitacidn de la relacién'F a un do
tituido sélo por la clase &

atR =g £ {xeaafayl,

antericr cons-

Bla = £ [y as Aayl

o posterior cons-

(DR48) el RS =g TG [xianyefafayl
{DR4T) Ble =g el Ble

La siguiente notacidn se usa para expresar la re - que media entre
dos objetos, & e y, por el hecho de pertenecer x a 1a clase a 2 i a la clase g

(DR48) Taf=uifleeanyef]

enive las expre-
na propiedad, P,

tenicoe & la

87, Clases de relaciones disdicas. — Por el par
siones predicalivas monddicas v las de clases, atrib
a una relacién es lo mismo que decir qus esa v
clase, o, abstralda de una [drmula predicativa del
Por ejemplo: decir que una relacidn, B, es reflexiva, es lo mismo que deciy
que R pertenece a ls clase de las relaciones vefloxivas, Esta propiedad

(y clase} de relaciones es la primers, que vamos a defi

31
-

Reflexividad

(DR48) ‘Bofl B ey (x) (2 CH - Rux?

(DR49) es una definicidn del predicade "Refl. Diofine la expresidn
ente vredicativa
nece & la clase CR)
algo estd en la

e

‘R es reflexiva” S5i se quiere una expresién més p
purede sustituirse la notacidn de clases 2 ¢ CR ('
por "Hz [Rrz v Bzl (x estd en la relacidn B con
relacién B conz’):
(IDR48q) ‘Refl B <©pge (o) [Tz [{Bxzv Bax] — Hax

Hazblando, en cambie, de Iz clase de las relaciones rof
hablar de la propiedad reflexividad, escribiremaos:

prop

(DR50)

y
(DR51)

»

i

S

Refl mmge & [{x) [ws CR - Raxl],

‘ReBefl' v (x) {xe CH — Haxl.
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La comparacién de (DR49) con (DR51} muestra el paralelismo de la
notacién de clases con la predicativa. A partir de ahora la notacién serd
la de clases.

Se dice que una relacion es reflexivo-total, o totalmente reflexiva (Refit),
cuando es reflexiva y su campo es la clase universal:

(DR52) Reflt =g £ [(x) Rax].
(DB53} ‘B < R(’ﬂt’ <Fgr ‘{x) BII’.

La clase de las relaciones noreflexivas (NRefl) se define del modo si-
guicute:

(DR54) NRefl =g /5 [Tx [xe CR A~ Rax]l.

Una relacion no-reflexiva es una relacién que no es reflexiva para
todo « (puesto que hay al mencs un x para el cual no lo es), pero puede
serlo para algin ofro x. En cambio, una relacién irrefloxiva (frrefl) es aquella
que no es reflexiva para ningdn x:

{K)RSS) Trrefl ==qar j?j [(x) NR%'JJ]

Ejemplos: La relacién de identidad es reflexiva; Ja relacién mayor-que es
frreffexiva; a relacion admirador-de es no-veflexiva,

Simetria
(DR56) Sim =g [(x}(y) [Rxy — Ryxl].

Una relacién simétrica estd contenida en su conversa. Por (DRS8) se
ticne en efecto:

(57) Re Sim <> (x}{y) [Rxy — Ryx].
Pero Ryx es Rxy (cfr. (DR15)). Por (DR9):
{TR38) fHelBime R CA
Por otra, parte, como K serd también simétrica si lo es R, se tendrd
(TR59) ReSme B CR
De (TR58) y (TR5S)
{TReG FEeSmeR=—AHA

La demostracidn del teorema {TR60) utiliza un feorema auxiliar
SCOAQTS > 8§=0

cuya demostracién en el cileulo de predicados es muy sencilla. Por {DRS)
v (DRUD) se trata de demosirar la férmula

{x){y) [Szy — Quy] A (2} (y) [Qxy — Say] — (xH(y) [Sxy < Qxyl.
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A continuacidn definimos 12 clase de las relaciones no simdiviens: (NSim):

(DR6L N8im =4 E [Hx Hy [Ray &~ Ryxl]

Por dliimo, la clase de las relaciones asimétricas (ASim)

(DRS2) ASim =g B [G)(y) [Ray — ~ Ryx]].

LEjemplos: La relacidn antipoda-de es siméirica; la ro n mayor-que es
T asiméirica; la relacidn prime-de es no-simétvica (en cambic la
relacidn primo-e-prima-de es simétrics).

Transitividad (Trans).
(DR63) Trans ==q¢ &] () (¢} [Tz [Rxz & Ray] — Bayl].
Una relacién iransitiva contiene su segunda potencia. Por (DRG3) se
tiene, en efecio:
(DRS4) "Re Trans’ <vg {x){y} [Bz [Raza Bzy] — Bayl’
de donde, por (DR18) v [DRE):
RBeTrans < R|R C B, osea

(TRES) HeTrans & B2 C R,
({TR65) puede también considerarse una definicidn.)
: 3 H H Prfeen  wrio i,y g3 {ilamad v les
Ejemplo: El cuadrado de la relacién transitiva maycr-que (lamémosle:
‘mayor? que’) estd contenido en la misma = mayor-que,
% es mayor® que ¢ significa: "% es mayor que un 7 que es mayor
que . Vale pues x es mayor que g
A continuacién definimos la clase de las wvelac
{NTrans):
- - -
{DRGA) NTrans ==q & [Hx Hy Tz [Raz s Ray s~ Bayll
Por ultimo, la clase de las ralaciones intransitivas {InTrans):

anes no-fransitivas

{DRBT) InTrans =g 5 Lxy{y3(z) [Baz a Rzy > ~ Rxyll.
Ejemplos: La relacidén descendiente-de es iransitiva; padre-de es Intransi-

tiva; colega-de es no transitiva.

Conexividad

Una relacidén diddics se Hama “conexa’ cusnde se da enire todo par de
objetos distintos de su campo.
g
{IDR&T) Conex g £ [y} [xeCRAye CRA~x =y — Rayv
v Ryz]].
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51 ademas de ser conexa la relacién es simétrica y transitiva, se tendra
en el consecuente de (DR67) “Rxy a Ryx’ en vez de “Ray v Ryx’. Por tanto,
la relacion serd reflexiva. (Siendo simétrica, no hara falta escribir “Haxy a By’
bastard “Ray/, o ‘Ryx’)

Las relaciones entre las diversas propiedades o clases de relaciones son
de bastante interés. Expresaremos algunas por unos cuantos teoremas.

{TR68) Trans N Sim C Refl.

Veamos, a titulo de ejemplo, Ia demostracién de este teorema en un
algoritmo general de la légica de predicados, indicando antes los pasos
que llevan de esa expresion algebraica a su traduccién por una expresion
puramente predicativa.

Eliminaremos, primero, los elementos algebraicos de la tormula, o sea,
"y ‘T, sirviéndonos de las definiciones correspondientes: (DC8) y (DCO)
de la légica de clases. Paso a paso, esta operacién cubre (63a) y (685):

(68a) (R} [H ¢ Trans N Sim — B ¢ Refi}.
(68D) (R) [ReTrans A B Sim — R ¢ Refl].

En este punto prescindimos de la cuantificacién de ‘R, con Ie que este sim.
bolo quedaréd reducido de variable a parametro, como lo son todos los simbo-
los predicativos en la légica de predicados de primer orden. Fste mismo
procedimiento hemos venido usando hasta ahora (cfr. p-e. (DBRSYL)) para
evitar expresiones de orden superior. Tendremos:

{68¢) ReTrans 4 B e Sim — R s Refl.
De aqui, por las definiciones (DR64), (DE57) y (DR49a), obtenomos:

(68d) {(x)(y) [Hz [Bxz & Rzy] — Rxy] a {x}{y) [Rxy — Hyx] —
— {x} [Hz [Raz v Bax] — Rax].

Esta expresion de (TRE8) estd ya libre de signos de clases y s sometible

a un célculo de predicados. He aqui su demostracién en e caleulo de 1a
deduceidn natural,

Demostracion de (68d)

Li{1) (e){(y) [z [Axz a Rzy] — Ray] a

A {(x}(1) [Bxy — Ryx] “RP
L&(1) {3 (y) Az [Rxz A Rzy] ~ Rxy) REa; L1
L.3(13 (x3{y) [Rxy — Ryx] REa; L1
14(1) (y) [Hz [Rxz & Ray] — Hay] RE(); L2
L3(1) Hz [Rxz & Rzx] - Bax BE (); L4,
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(Este expediente — aprovechar la sustitucién autorizada por la regla RE ()

para sustituir “y por &’ — se usa repetidamente; p. e, L7

z[x]

L8(1)
L7(1)
L3(8)
L9(8)
1.10(10)
LIL(, 10)
1.12{1, 10)
L13(1)
LI4(L)
LI5(1)
L15(18)
L1706, 1)
L18(1, 186)
LI19(1)
1.90(1, §)
Lai(l, 8
L22(1, 8)

(y) [ixy — Ry}
Bxz—> Hax

dz [Rxz v Rax]

Rxz v Rzx

Hzxz

Brx

Exz s Hax

Rxz s Bxz a Rzax

(y) [Ray > Ryz]

By — Rzz

Fzz

Rxz

Fxza Bz

Fax ~» Haza Rex

Rzxz a Bax

Hz [Bxz a Baxl

Fxx

Hz [Rxz v Rzx] - Axx
{x} [Bz [Ruz v Rax] — Ruax]

(x3(y) [Hz [Ruaz a Rayl - Hxyl a

A (x){y) [Rxy ~> Byxj—

- (x} [Tz [ Rxz v Bzx] -~ Boax)

La f&rmula de la linea 125 es (68d).

No slempre se presenta el contraste de la anterior domes
Ia sencillez de los principios usados v la pesadez de su
Pero Io que sf es comin a gran nimero de demostrac
lacionales es el “truco” quo consiste en sustituir unas -
por otras. Asi ocurre por ejemple con el teorems, de

sencilla,

(TRE9)
que es, en formulacién predicativa de primer orden,
(68a)

La demostracién se reduce g un mero camhbin de v
de lugares individuales, por asi decirio. He aguf su 1

R ¢ 5im «> B ¢ 8im,

-

et
2

{3 L3
() L8

2
i

i

e

HEH; 18

By

RE~s: 17 LIO
RBlLa: LI0, L1
BIl-»; 112

BE () 13
RE(y: Li4

By

RE —; 115, L18
RBia; 136, L17
Bl L18
BEv, 19 L3 119
RIH; 120

RBE —; L5, L2}
#Ht ) L22
RI{): 123

%

2 en pr-ﬁcﬁca‘

s de frmulas re-
Tos Individuales
stracién muy

(x3{y) [Rxy — Byx] < {23y} [Byx — Bayl.

gunda es completamente andloga:

o3, de nombres
& maitad; la se-
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LI)  {xXy) [Bxy — Ryx] Ry
L.2(13 {y} [Ray — Rya] RE {); L
L3 Rab — Rba BEO, L2
alb] LA (y3 {Byb— Rby] RI{); L3
b 15(1) (@) {y) [Ryx — Ray] RI(y 14

L6(0) (=) (y) [Rxy — Ryx] — (x)(y) [Ryx — Ray] BRI -»; L5

(Al demostrar el condicional inverso, “(x){(y} [Ryx— Bay] — (2)()
{ijwa Ryx]’, hay que usar, naturaimente, dos nuevos szmboios individua-
les, "¢’y *d’, por ejemplo, para los pasos de RE () andlogos a 1.2 y L3 de Ia
primera mitad de la demostracién. 5i no se hace asi se incurre en doble
anotacién.)

Los dos ejemplos anteriores bastardn pava ilustrar los procedimientos
de demostracion con férmulas poliddicas. A partir de ahora nos limitaremos
por lo general a argiiir mediante consideraciones no-calculisticas la verdad
de los teoremas afirmados, salvo en algunos casos de mayor interés. Por lo
demas, la completud del céleulo de predicados de primer orden garantiza
la demostrabilidad en él de las verdades formales de primer orden.

(TRTG) H = ASim <> R? ¢ Irrefl.

Supongamos que R fuera asimétrica, pero R? no fuera irveflexiva. i R?
no es hreflexiva, entonces hay al menos un x para el cual vale R?x, y hay
un y fal que valen "Ray’ y "Ryx’. Pero entonces B no es asimélrica. Supon-
gamos, a la inversa, que R? fuera irreflexiva, pero R no fuera asimétrica.
5i It no es asimétrica, entonces hay al menos un y para el que valen "Rxy’
y "Ryx’. Pero entonces vale "R%x’, luege R® no es iireflexiva.

(TRTL) ASim © Trrefd,

Supongemos que una relacién R sea asimetrica, pero no sea irreflexiva.
Si no es irreflexiva, vale entonces, para al menos un x, "Rxx’. Pero ‘Rxx’, de
valer, vale, por asf decirlo, “en las dos direcciones”, puesto que sus dos
argumentos son idénticos, Dicho de otro modo: si vale “Axx’, vale tamhién
‘Axx’. Consiguientemente, R no es asimétrica en ese supuesto.

{TR72 Trans N ASin = Trans M Irrefl.

(TR71) justifica la afirmacién de que el producto légice de la izquierda
de (TR72) estd contenido en el de la derecha. Para demostrar la identidad
queda por justificar la afirmacion inversa. Supongamos que R sea transitiva
e irreflexiva. Entonces no pueden valer a la vez ‘Bxy’ y “Ryx’ para ningin x
y ningln y, ya que, por ser R transitiva, valdria entonces también, para
un x al menos, "Rxy’, cosa que no puede ser porque se supone a R irvefle-
xiva. Pero si no pueden valer para ningln x y ningfin y a la vez "Ry’ y “Ryx,
es que I es asimétrica,

{TR73) RBelrrellaQ C R~ Qe lrrefl,
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$i Q no es iveflexiva, hav al menos un x para el cual vale "Qxx’. Pero,
por @ C R, vale "Qxx - Rax’. Luego E tampoco serfa frrefiexiva. Este mismo
esqueIna dc argumentacion vale para (TR74) v (TR75)

(TR74 BeABima g C E—» Qe Abim.
{TR73) BslnTrans a Q C 82— Qe InTrans,
(TRTG) A% ¢ Irrefl — R Irvefl,

5i R no fuera irreflexiva, entonges habrin al raENas un £ tal que valdria
P e . Tynd T aengn BE
Rax. Pero entonces valdria "Rz a Bxa’, o sea, 'Bixy’. Luesgo R no seria
tampoco irreflexiva,
{TR7T) Relrrefl M Trans — B2 ¢ Dvefl,

Si R? no es irreflexiva, entonces vale "Ry a Byx’
H 1 o
H tiene entonces que ser al menos no-reflexiva o al 5 na—transﬁwa
. , iy
{v puede ser incluso reflexiva o intransitiva).

88. Relaciones y clases de equivalencia — Se Haw
equivalencia, o, szmpiemsmewy ro con clerto riesgo de 2
‘equivalencias’, a las relaciones que son simétricas y ith
laciones som tamhién, naturalmente, reflexivas {cfr. (TREIE) ). La igus ldaé
entre ntmeros es una relacidn de equivalencia, pues se '“-.7“"“""“‘3 REIL)
[x o= y->y—=xal (simetria) v {x}g} [(Hz[x==zhzm=y]—>x=y] (transi
tividad). También lo es, por QC’HYE o, la relacion de co entendida
en un sentide juridico segin el cual ra{ile pueda estar
municipios o vecindades a la vez, y admitiendo que Hene s % decir que
upa persona es convecina de si misma, es decir, que figura en el mismo

p’zdzom gue si misma.
Podemos establecer Ia slgniente definicién de Ia clase (Tig) de las rela-

ciones de equivalencia:

(DR78) Eq =a RmaS im & B e Transl
0, lo que es lo mismo,
{DR78qa) Eq =¢ Sim N Trans.

Por tanto:

{DR78E) ‘Re Bg v He Sim M Trans

Ciertas clases que coasutu}feﬁ el campo de una relncifs
cia, B, se Haman ‘clases de equivalencia respecto de B %nm las clases de los
individuos z v Tos individeos y pars los cusles vale “Rry, Esas clases no
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tienen ningin miembro comiin. Lo que si puede ocwrir es que se trate de
una sola clase dentro de un determinado universo del discurso. Por ejem-
plo, tratindose de la relacién ser-de-la-misma-especie, si el universo del
discurso estd reducide a un campo de ohjetos {3 = los seres hamanos, en-
tonces dicha relacién no tiene (en ese universo del discurso) mis que una
clase de equivalencia, Pero si una relacién de equivalencia tiene varias
clases de equivalencia, como ocurre con la relacién de comvecindad, entan-
ces ninguna de ellas tiene un miembro comdin con otra: una clase de con-
,vecinos no puede tener ningin miembro en comtn con ofra clase de conve-
cinos, porgue si tuviera alguno, entonces la transitividad y la simetzia de la
relacién harfan que las dos clases con miembro comtn fueran una sola
y la misma clase: todos los miembros de la primera clase son convecines
del miembro que es comin & la primera v a la segunda, y como este dliimo
es convecino de todos los miembros de la segunda clase, todos los de la
primera lo serfan de todos los de la segunda, y no habrfa més gue una clase
en vez de las dos supuestas. Por tanto, si el campe de una relacién de equi-
valencia, R, contiene varias clases de equivalencia realmente distintas, nin-
guna de éstas puede tener ningiin miembro comiin con otra de ellas. Fn esta
discusién hemos usado sin explicitar las dos propiedades que caracterizan
a las clases de equivalencia:

1.* dada una relacidn de equivalencia, R, esa relacidn media entre cada
par de miembros de cada una de las clases de equivalencia respecto
de R. (R es conexa en cada una de sus clases de equivalencia);

2% dada una clase de equivalencia respecto de la relacién R, por ejem-
plo, la clase ¢, todo obieto, ¢, con el cual algin miembro, z, de ¢ esté
en la relacion R, pertenece también a la clase «.

Con nuestra relacin de convecindad ocurre {1.%) que para dos indivi-
duos cualesquiera de una clase de convecinos media entre ellos la relacién
de convecindad, y (2°) que si x es convecino de Y, entonces y pertenece z la
misma clase de equivalencia respecto de la convecindad (al mismo munj-
cipio) que x.

Las condiciones 1.* y 2.* pueden formularse del modo siguiente:

18 (aMy) [xeaayea~> Rayl.

(Como R es una relacién de equivalencia v, por lo tanto, simétrica, no es
necesario escribir “Hay v Byx” como consecuente del condicional para ex-
presar la conexividad de R.)

2% xMy) Ixeaa Bay —>ye o

Por tanto, la clase de las clases de equivalencia respecte de una rela-
cion R ("Eq—R’) — que corresponde & la propiedad de ser una clase de
equivalencia respecte de R — podria definirse mediante la conjuncién de
esas dos condicianes, o sea, como sigue:
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{DR79) Eg—R zer d [0}y [[xeaayen—> Ruyla [¥saaBay—
~yealll

Esta definicion suele utilizarse en la siguiente forma “compri

(DR79) Eq—R mg ¢ [} (y) [rea— [y e e Raylll

Paxa expresar que la clase o es una clase de equivalencin vespecto de R

escribiremos o ¢ Bg—&, de acuerde con la definicidn siguiente:
oy g P < hY ij b
(DRSO e Bl eve "(y) [ve 0 = ly s e Hayll

]

La equivalencia enire la definicién “larga” y Iz “condensadn” de las clases
de equivalencia puede establecerse demostrando en el ofleule
cados la equivalencia de las dos férmulas predicativas gue tradurer
definientia, o sea, demostrando

(8L) (W)} [TPra Py—» Bayl s [Pra Ray — Pyl]l & (3){y) [Pr— [Py &
< Rap]l,

Una demostracién en el cileulo de Ia deduccidn natursl, con todos los
pasos explicitos, no debe requerir mucho més de 40 lne o

La nocion de relaciones y eclases de equivalencia tene & toncia teo-
rica para Ja definicién de clertas clases que desempofinn va papel funda-
mental en algunas eiencias. Haremos uso de ella con aste fn, Por ;hora., ia
posibilidad general de definir clases por relaciones bﬁe Cf;»"‘cii'{ pmfia
quedar ejemplificada por nuestra relacién de convecindad: con ella podria-
mos definir los municipios como las clases de equivalencia respecto de la
relacidn de convecindad,

88, Univecidad, Isomorfis. Estructuras, -~ Bajo este
el siguiente vamos a precisar en alguna medida varios cone
ellos han sido usados copstaniements en lo que proccde, porgue son con-

eptos muy basicos para la légica misma: son los de isomorfia, estructura,
orden y funcidn,

pl

noventados con
! concepto de

Los conceptos de isomorfia y estructura estén intima
el concepto de forma, la abstraceién bésica de la l6gica fo :
orden, representado por el de serie en 84, v el concepto devfz n han §1d0 tam-
hién de use frecuente en los capitulos anteriores. El hecho de que sdlo ahora
dispongamos de medics para darles cierta exactitud formal pormite una :ﬂi‘,»
observacidn filoséfica, de teorfa de la clencia, que se . 5 waring hf’cm%
en lo que precede de este mavual Se trate de lo sigui cha real 'de Ia
adquisicidn de conocimientos es un constanie vaivén 7 #v a mx:rgles
mis intuitivos v concepios a niveles més definidos o xe. La procision
téenica de un concepto suele suponer en el wabajo ciontffico real el uss de r:esz.tl«
tados que se han conseguide realmente (psicelégica e - } mediante

i b

:



a54 EL ALCANCE ANALITICO DEL CALCULO LOGICO

aplicaciones menos claras, més intuitivas, de conceptoy emparentados con &f que
finalmente se aclara o teenifica. La presentacion tedrica de esos conocimientos
~— la que ¢s propia de un fratado mds que de un manual — esconde esa marcha
real, ¥ empieza con las nociones técmicas, Esa presentacitn tedrica dispone ya de
la fundamentacidn, en vez de buscarla, como es el caso en la marcha real de la
ciencia.

Una relacion n-ddica, R,, se llama “unfvoca en el lugar #, con m < n,
o, simplemente, “m-univoca’ ('m-Un’), si y sélo si para cada conjunto or-
denado de n-1 argumentos de B, hay un argumento y sélo uno que pueda
ocupar el lugar de argumento m cuando la expresion relacional es verda-
dera. Esta nocion puede sugerirse mediante el siguiente esquema de defi-
niciones, del que, sustituyendo *n" y “m’ por ‘U, '2, "3, ..., se obtienen de-
finiciones concretas:

(DR82) m-Uny =0 Ko [(3)(%0) o (R ) Emr) o (5D
[RaXiXz oo XomegX Kmeg oo X A B X3 Xz o Kooy Y Xy
x> x =yl

Tratindose de relaciones diddicas, m no puede ser més que 1 o 2. Lla-
maremos ‘relaciones preunivocas’ {Preun’) a las relaciones diadicas I-univo-
cas, y ‘relaciones postunivocas’ ("Postun’) a las relaciones diddicas 2-univocas:

(DRS3) Preun =ar ¥ [(2)(4) (%) [Rexy A Rz — x = z]].
(DR&4) Postun =g £, (%) (y)(z) [Roxy a Boxz > yy = 2] 1.

Una relacién preunivoca es la refacién padre-de. La relacidn natural-de
es postunivoca.

Una relacién diddica se llama ‘binnivoca’ {"Biun’) cuando es a la vez
preunivoca y postunivoca. Definicién de la clase de relaciones Biun:

(DRS3) Biun =4 Preun 1 Postun.
La relacién mitad-de es biunivoca (entre nGmeros naturales, por ejemplo).

Una relacién correlatora, o, simplemente, una correlatora, es una relas
cion diddica biunfvoca que corvelaciona los campos de dos relaciones n-adi-
cas (n==2, 3, ...} del modo siguiente;

12: cuando la correlatora, C, media entre dos argumentos, x ¢ ¥, es que
x pertenece al campo de una de las dos relaciones n-ddicas correla-
tadas, R por ejfemplo, e y pertenece al campe de la otra, , por
ejemplo. Ademds:

2.0 sivalen "Raz’, "Cay’ y "Czi, entonces vale "Quyt, v reciprocamente.
Esta explicacién, que se restringe a relaciones correlatadas diadi-
cas, puede representarse por la siguiente figura:
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7 en que ligan las
ales situadog por
o8 X Y, B U perte-
en ademas

Las flechas de Ia figura representan las “direccd:
relaciones, ¢ sea, el hecho de que los simbolos ind
el lado de la punta de las flechas son segundos argem
nacen los cuatre al campe do la comrelatora C. x v z 1
al campo de B; y ¥ u pertenecen al de Q.

La definicidn de la clase de las relaciones corrol
del ndmero de argumentos de las relaciones corrolatas
un esquema de definjciones del que pueden obtensrse o
mente dichas sustituyendo "# por "%, ¥ ... Perc una correlatora es siempre
una relacién diddica, cualquiera que sea el ndmero de o entos de las
relaciones correlatadas.

(Corr) depends
. El siguiente es

(DRSE) n-Corr =4 Ro [Ry ¢ Bivn A 3P, T30, [(z)} [xs CPa— x e DyRa] A
af{zhlxe COL— e DRl 4
A (ea) o )y (ya) - Ca) [Bumiype a6 Bomyn =
> [Py x> Oy L gad 1T

La definicidn de las corrclatoras entre relaciones trifdions,

serd (defando de indicar que las correlatoras son diddicas y la
triddicas):

) N - -

{DR86a) 3-Corr =4 & [BeBlun aHPEQ [{x) [xe OF — 2 DR 4

Alxy [z CO >z IRR]A

()0 (55 (52) () () (R A Reaga n Bt >
-3 {Fl’;?{z%g > Qgﬁéf'z‘j?;} j }}'

Frecuentemente interesa referirse o una relacidn, B, cormrslntora enbre
dos relaciones dadas, P, v Or. La definicidn de B, ¢ de la expresién "R es
n-correlatora entre P, y ), simbolizando por “n-Corr-F.-Q. la clase co-

rrespondiente, es:

(DR8BE) ‘Ren-Corr-Pr-(y <2a: ‘ReBiuna () [xs CP = 2 D R1a
Ay Txe CQ > x e DR] A
amd o (xad{uy o () [Roags a6 Baglin >
=5 [Py oo 2n €0 Oulfs . gl

Ejemplos de Z-correlatoras:
Suponiendo una eleccién por votacién satre dos dinicor candidates, con

17, - INTEORULCION & LA LOGTCA
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un nimero impar de electores, sin vows nulos ni abstenciones, la relacién
votar-a es correlalora entre la relacién mayor-que, cuyo campo son los
ndmeros de votantes en favor de cada uno de los candidatos, v la relacion
VEncer-a, cuyo campo estd constituido por los dos candidatos.

Suponiendo que todos los jugadores de un equipo de Fithol tienen una
madrina, v $6lo una cada uno, distinta de todas las de los demas jugadores,
¥y que las madrinas forman una asociacién A, entonces la relacién biunivoca
madrina-de es correlatora entre las relaciones diddicas coequipier-de y
consocia-de- en-A.

El concepto de correlatora permite definir una nocién frecuentemente
usada de un modo intuitive; la de isomorfia entre relaciones. La nocién se
introduce a continuacién de acuerdo con Ja construccidn de la misma por
R. Carnap.

Se dice que dos relaciones son isomorfas cuando existe una correlatora
de ambas. Igual que la de correlatora, la definicién de isomorfia depen-
derd del nimero de argumentos de las relaciones consideradas. Y, también
como en aquel caso, nos serd de utilidad un esquema de definiciones para
sugerir la nocién de la clase de las relaciones n-4dicas isomorfas (n-Is);

(DR8T) 15 ==ar £u Go [HR [R & n-Corr-Po-Q,]].

La expresién ‘las relaciones tiiddices P v 0 son isomorfas’, por ejemplo,
se definird:

{IDRE8) 3-1s PO €»q; "HR R ¢ 3-Corr-P-07.

La isomorfia, tal como ha quedado definida, es una relacidn diddica entre
relaciones. £n el definiendun de {DR88), P y © son los argumentos de! sfm-
bolo predicativo diadico (del predicado diddice) “3-Is.

La relacién de isomorfla es reflexiva, pues toda relacién es isomorfa
consigo misma: la correlatora puede ser la relacién de identidad. La isomor-
tia es también siméirica, pues si hay una correlatora, B, entre Py Q, de
modo que pueda afitmarse ‘P es isomorfa con (¥, entonces hay también
una correlatora, , entre ¢ y P, de modo que puede afirmarse ‘Q es isomorfa
con P (cfr. la anterior figura). Por dltime, la {somorfia es transitiva: pues
si Py Q) son isomoxfas y @ y T son iscmorfas, o sea, si hay entre P y Q al
menos una correlatora, B, v entre @ v T al mencs una cosrelators, S, enton-
ces hay al menos una correlatora entre Py T, a saber, R| 5. Luego Py T
son isomorias,

La demostracion de esta tltima propiedad de la isomorfia en el céleulo
de predicados es de principios muy sencilles, pero puede ser un buen ejem-
plo de “trucos” o expedientes permitidos por la regla RP del caleulo de Ia
deduccién natural y que son muy frecuentemente necesarios en la demos-
tracién de férmulas polifdicas. Hay que demostrar, a partir de dos premi-
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sas, que RS es comrelatora entre P y 7. Por Ja dof b de correlatera
es¢ quiere decir, tomando, por ejemplo, el caso difdico, que hay gue
demostrar:

{59) () (RIS 2y a R[S au—~ [Prz <> Tyul].
Por la definicién de "R{§" (DR16), (89) equivale a

3y (=) (u) [Ho [Rew 4 Soy] & Fw [Raw a Swu] — [Pz« Tyull,

¢ sea, con los cuantificadores en prefijc:
{10

(90} (e} (z3{n) Bo Hw [Bxo A Suy a Hzw 4 Swu— [PrzesTyu]l.
(90) tiene que demostrarse o partiv de las dos pre s (X3 e (Vy:

Xy {yi(z(u) [Ray & Bzu— [Paz o Dyuil,

(Y} (e 3y 3R (e} [Say 4 Szu — [Qaz o Fyull,

{ue expresan, respectivamente, que R es correlatora entre P v Q, v que 5
es correlatora entre 0 v T.
La demostracién es como sigue:

J}E. 30 3y (ad v} [Bay & Rau—> [Prz <> Oyl BRP
L2{Y3 () () (=} u) [Sxy & Szu— [Qaz <> Tyull

Is »

{Ahora damos, para abreviar, en una sola Hnea, L3, cuatio ol
H . L : - . PR s >

LY v en otra sola linea, 1.4, cuatro shminaciones de Y en LA

L3(x) Rav s Bew — [Pac < Qow] 4RE(); 11
LA(yy Svb 4 Swd — [Qow <> Thd] ARE(), L2

{A continuacién tomames una nueva premisa que luego el

LEE) Aav 4 Svb & Bow 4 Swd RF

L&(5) Rav REa; L5
L15) Sob REa; L5
LB(E) Bew RE a; LB
LY(5) Swd BEa; 15
L10(5) Raw & Hew Ria; 18, L8
LIIE) Svb a Swd Bia L7, 18

LIZ(X.5) Pac < Quw
LI3Y.5) Cvw < Thd

AE-»; L3, LI0
RBE - L4, L11

(Ahora utilizaremos, para abreviar, el teorema (TP16) de la |
~—la transitividad de ‘<" -— como regla auxitar)

de predicados
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LIA(X,Y5) Pac<> Thd (TP16); L12, L13

LI5(X)Y) RavaSobaBewaSwd— [PaceThd] RBi-e; L14
LI6(X,Yy  Hw [Rav A Svba Rew a Swd -

[Pac < Thdl] RIH; 115
L17¢X,Y) HoHw [Hava Svb a Bow a Swd —

[Pac < Thdl] RIH; Lis

dlabec] L1S(XY) {u) Hv Zw [Rav a Svb & How a Bwu —
[Pac <> Thul] BI(); 1a7
clab] LIWXY) (z3}{uyHo Hw [Rav a Svb a Bzw a
Swu — [Paz <> Thul] RI{); LIS
bla]l L20(X)Y)  (y¥(z)(u) Ho Hw [Rav a Svy 4 Rzew A
Swu — [Paz < Tyul] RI{)y Lig
a LILXYYy )y (=) (u) Ho Hw [Rav 4 Soy a
Raw a Swu ~ [Pz <> Tyull RI({); L20

La férmula de la linea 121, que queda demostrada bajo las premisas
(X} e (¥}, es precisamente (90), es decir, Iz afirmacion de que R |S es
correlatora entre Py T. Sus premisas son que R sea correlatora entre Py ¢
(premisa {X}) v que S sea correlatora entre Q0 y T (premisa {¥}).

La isomorfia es, pues, una relacién siméirvica y transitiva. Por tanto, €s una
relacion de equivalencia. Entonces pueden existir clases de equivalencia
respecto de la isomorffa o, mas propiamente, respecto de cada relacién de
isomorfia, n-Is, conn=1, 2, ...

El campo de una rclacién de isomorfia estd constituido por relaciones:
no los individuos, sino las relaciones pueden ser o no ser isomorfas. Por
tanto, una clase de equivalencia respecto de una relacién de isomorfia es
una clase de relaciones. Entre dos cualesquiera de esas relaciones (de una
clase de equivalencia respecto de la isomorfia) media la relacién de isomorfia.
Dentro de una clase de equivalencia, todas las relaciones son isomorfas
unas de ofras.

Cuando dos relaciones sen isomorfas, se dice que tienen la misma es-
tructura. Una estructura pueds pues concebirse como una clase de equi-
valencia respecto de una relacion de isomorfia o, en términos de predicados,
como la propiedad comiin a relaciones isomorfas por el hecho de ser iso-
morfas, Los siguientes esquemas definitorios sugieren un mede de fjar
estas ideas (en lenguaje de clases). (DRO1) define esquemdticamente Ia clase
de las clases de equivalencia respecto de una relacion de isomorfia, n-Is
{0 sea, la clase de las estructuras para n):

(DRSL) Eg-n-Is mmge d [{Ra3(0,) [Baesa— [ ¢ o> nds BuCulll

{Compérese con la definicién de la clase de las clases de equivalencia res-
pecto de una relacidn B (DR79a)).
Que « es una clase de equivalencia respecte de n-Is (o, lo que es o
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mismo: una clase de relaciones n-ddicas isomorfas, yna f-estructura) se
expresara segln el esquema de defniciones

(DRQZ) we EQ‘-?E"ES? gy G{EEra}{Qn} £RH- & &> {Ou & @€ n-ls BnQnJ }y-

E‘s claro que la definicidn de la nocién de estructurs (nma simbolizarernes
por 'St el simbolo usade por Garnap) depende, coras las de correlatora
¢ isomorHia, del nimero de argumentos de la relacién con: 2 clas
de las estracturas diddicas (estructuras de las relaciong:
por ejemple, se define:

a. La clase
s {"2-5),

(DR83) 2-8tr =g & [{Bo){0) [Rpeams [(pe 0 e 205 A0:111.
(DR94) define "» es una estructura diddica’:
(DR94) ‘@ e -8t evar (R20(0) [Bas a-s [Ove o< 2Is Bu00]]

Sugermos éeﬁmmfges concretas de la clase de las estructiras (de la nocién
¢ estructura) mediante los dos signjentes esguemsas de definiciones:

{DRI5) n-Str ==gp Eq-in-Is.
(DRes) ‘gan-Sir ey toe Egn-lIs
Por (DRI} v (DRY2), esos dos esquemas equivalen & los dos sigunientes:

(DRY5a)
(DR96a) ‘we -5t o (B 0,) [Ruce—s [Qheae nds Ra0ulT,

respectivamente.

n-Str =g & [{Bo)(Qn) [Rue a2 [Qpea e nls A.0.111

ni

80. Algunos coneepios matemations fundamentales: nimere cardinal:
serie; funcién, — Ndmero cardinal. En la légica de olazes vimos nosibles
definiciones de los diversos ntmeros cardinales. Una defnici: (E; de 1)
era, por cjemplo:

(DC52) 1mmge d [Er Lo = {x}1].

4

Le logica de relaciones permite una sencilla definicién esplicita del con-
cepto de ntimero cardinal en general, o de la clase de los nfimeres cardina-
les. Para Hegar, a esa definicién empezaremos por observar lo que ocurre
cuande la nocién de correlators, que tenemos defin mulas predi-

) f £ I 5
cativas n-ddicas con n = 2 (o sea, para formulas re 5}, se generaliza
de modo que pueda aplicarse también a férmulas cas {Formulas de
Ias cuales pueden abstraerse clases). La defind 14 el siguionte as
pecto:

‘Bz 1-Corr-P-Q v He Biuna ()} [ CP — 26 xR 4
a(x) (22 O — % e DoR1 A (0){y) [Rey — [P <> Qg7
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Puesto que P’ y “Q son predicados monddicos, representan clases de indi-
viduos. Llamémosles, respectivamente, ‘o ¥y ' con estos simbolos escri-
bimos de nuevo la anterior definicién:

(DR97T) ‘Rel-Corr-a-f < ‘ReBiuna (x) [xea->xe D8] a
Ax) [xef—xe DRl A (x)(y) [Ruy > [xea eye il

A la vista de (DRO7) podemos afirmar que decir que dos clases tienen
una correlatora es lo mismo que decir que son coordinables. Esto permite
ampliar la nocién de isomorfia a las clases: por analogia con las relacio-
nes, diremos que dos clases son isomérficas si y sdlo si tienen una correla-
tora. O, lo que es lo mismo: dos clases son isomorfas si y s6lo si son coordi-
nables. lista reflexidn se precisa en las siguientes definiciones:

{DROS) 1-Is o " <29 IR [R £ 1-Corr-a-81",
{DR9Y) ‘Coord & & <»y "1-Is ¢ 5,

4Qué son las clases de equivalencia respecto de 1-Is, es decir, qué son
I-estructuras, estructuras monddicas? No serdn clases de relaciones, sinc
clases de clases: clases de clases isomorfas, o, lo que es lo mismo, clases
de clases coordinables. Y clases coordinables — conjuntos coordinables —
son los que tienen el mismo mimero cardinal {cfr, 15), Segim la definicién
(DR80a), si « es una clase de equivalencia respecto de 1-Is, podemos escribir:

(DR100) ‘ae Eg-l-Is" 4 @) (y) [xe e~ [yeae Lisayll,

Puesto que x e y de (DR100) tienen que ser I-isomorfas, es que son clases;
o es entonces una clase de clases, y Eq-1-Is es una clase de clases de clases
(coordinables). Eq-1-Is es pues de orden logico 3. (En la definicién (DC52),
¥ ¢s de orden 0, {x} == & es de tipo 1, y el ndmero 1 es de orden 2.)

Atendamos a la clase Eq-1-Is, la clase de las clases de equivalencia res-
pecto de I-Is:

(DRI01) Eq-l-Is =ar d [{x)(y) [x e & —> [y s 2 &> 1-Is-xg] ] ]

Segtn (DC52), el namero cardinal 1 es la clase de las clases coordina-
bles con la clase {x}. Es entonces claro que es un miembro de la clase de
las clases de clases coordinables, Eq-1-Is. Lo mismo vale de cualquier nt-
mero cardinal definido como lo estd el ntimero 1 en (DC52). Consiguiente-
mente, podemos decir que la clase Eq-1-Is es Ia clase de los nimeros car-
dinales, v definir del modo siguiente que ¢ es un nomero cardinal, oo
miembro de la clase de los néimeros cardinales, & la que llamaremos ‘N

(DR102) “ae N = '@ Bq-1-Is
En general, 1a clase, N, de los nimeros cardinales se definivé:
(DRIOB) N s Eq*].-}.ﬁ'.
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Ahora bien: las estructuras quedaron definidas (cfy, {DR95), (DREE)
come las clases de equivalencia respecte de isomorfins. Que ¢ es una I-es
RN ) - B
tructuza (uea estructura monddicon) se definird pues:
ey

b

(DRI04) ‘we I8 63y, n e Eg-1-Is.

T - - - al : e (IR
Una l-estructura es una class de clases 1-isomorfas, De {(DR104) obte-
nemos

(DR:{GS) -5 Zrap E%"E"ES:

Y de (DR103) y (DR105) 1a siguiente definicién explicita de la clase de
los néimeros cardinales:

(DR106) N =g 1-Str.

Dada‘ia correspondencia entre clases y propiedades monddicas, pode-
mos considerar a (DR106) como una definicién exnlicita de la propiedad de
. x . ” : = -
ser un nemero cardinal: los ntmeros cardinales son las astruchiras moend-

dicas.

La ampliacién del concepto de isomorfia a Jas clnues equivale a admitir que
la potencia de una clase, su némers de miembros, es una ostructura: dos clager

tienen la misma estructura (son isomorfas) cuando Henon el mizmo niimern de
mismbros (el mismo ntmeoro cardinall. Esto tore una rofl spistemold-
gica: la generalizacidn de los copcepios de isomorfla v estractura da fagar a

una congideracidn cualitativa de Iy cantidad, La gone
y cuyo desarrollo explicits, tal eomo aqui o hemes esi;
no es pues sélo interesante porgue suminisira una def
cepto de miimers eardinal, sina fambién porgue da un
complicados pasos de formucidn de concﬁepﬁos vy da m
dades v cualidades que son frecuentes en las clencias, o
sociales.

de que se trats,
o a R, Carnap,

oanti-
nte en las

Serics. — Se llama “serie’ ('Ser’) a toda relacién irreflexiva, transitiva y

COnexa:

(DRIOT) Ser =g ¥ [Helmefla ReTrans a B e Cone

¢ bien

(DRI107g) Ser =g Irrefl 1 Trans N Conex.

Las series son, naturalmente, asimétricas,

Obsérvese que, al igual gue las isomorfias, una ser
ana relacién. 8ine se amplia el conceplo, no puede de
por efemplo la clase {a, b, ¢}, sen una serie, pues una o
misma seriada (ordenada serialmente), v pusde dar de

88 primariamente
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(en el caso del ejemplo: {a, ¢, b}, {b, @, ¢}, etc.). S6lo en un sentido am-
pliado o generalizade puede llamarse “serie’ a {a, b, c}. En sentido prima-
rio, la serie aludida al hablar asi es la relacidn inmediatamente-anterior-en-
el-alfabeto, con un campe, & = {a, b, ¢} == {c, a, b}, etc. Por eso podifa
ser til acostumbrarse a llamar “seriacion’ o “clase seriada’ a lo que corrien-
temente llamamos “serie’, y “serladora’, por ejemplo, a la relacidn corres-
pondiente, abandonando Ia palabra ‘serie’, ambigua por su referencia a
clases y a relaciones. Russell y Whitehead usaban la expresién ‘relacién
serial’.

Ejemplo: la relacién menor-que es una serie —o “seriadora” —en el
campe de los nimeros naturales,

Funciones. — El cardcter fundamental de la nocién de relacién —v de
la légica de relaciones, por consiguiente — puede apreciarse al observar su
intimo parentesco con el concepto de funcién, igual que antes hemos visto
el que tiene con ¢l de estructura.

Intuitivamente es claro que una funcidn es un esquemsa relacional,
puesto que es un sistema de correspondencias univocas entre valores. Por
es50 una determinada aplicacién de una funcion puede expresarse mediante
un enunciado relacional. Por ejemplo, a propésito de la funcidn seno, po-
demos escribir, en vez de

(108) sen 90 = 1,
(108) R1 80,

simbolizando ‘R’ el predicade diddico ‘ser-el-seno-de'.
Andlogamente, si la funcion es la que conocemos por el functor “~.', po-
demos escribir, en vez de la expresién funcional

(110) ~p e,
la expresién relacional
(111) Ngp,

simbolizando por ‘N’ ‘ser-la-negacién-de’. "Ngp’ se leerd: “g es la nega-
cién de p’

Esta traduccién de expresiones funcionales a expresiones relacionales
sugiere la idea de una traduccién inversa, es decir, de expresiones relacio-
nales a expresiones funcionales. Tal traduccién inversa estd sometida a
ciertas limitaciones, como veremos. Su realizacién equivale a abstraer de
upa expresién relacional una funcién: por ejemplo, de (111} (110), de la
relacién N la funcién ~. Para indicar esta abstraceién funcional suele usarse
el operador ‘N’ (lambda), introducido en este sentido por A, Church, 51 "X

(TR115) B R e L-Una {36) L. o) Hxy By
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es una fdrmula, entonces %2 [X] se lee: “la funcidn de x tal gue X Con
esta notacién puede escribirse:

De (112) obtenemos la definicién de Ia aplicacién de Ia foncidn a un enun-

ciade
{113) ~p==hy [Hx Nxy] p.

Una lectura de {113} puede ser: “Ja negacién funcional de % es la aplica-
cibn o P’ de la funcién gue consiste en ser argumonte de la
relacién diddica N°. La abstraceidn funcional pues definir fun-
ciones con ayuda de relaciones. i

Come primer resultade de la anterior discusién tenemos lo signiente:
toda expresidn funcionsl de n argumentos (v wn valor) pucde traducirse
por una expresidn relacional de n -+ 1 argnmentios:

(Tﬁlié} (;rn} By Effz (g, %3 oo, Ter) =2 &y > Bloeg Fi¥a oo FpXgeile

La notacién de (TR114) es bastante grosera, porque defa
pero nos bastard aquf, porque ne ofrece dificultad a la i
< ¥y debe entenderse seglin la corriente lectura ma

La afirmacién inversa de (TR114), a saber,

cesas implicitas,

CBua) Th [Haride oo des = Fa (%2, %5, s T} = 251,

que podria creerse segundo resultado de nuestra disen
mos “traduccién inversa’), no es en cambio vilida: no toda ¢ mresién rela-
cional puede traducirse por una expresién funcional, sino sélo las expresio-
nes de relaciones para cuyo primer lugar de argnmente haya slempre un
individuo (para cada clase de argumentos de los lugares 2 2 n - 1) v sdlo
uno {de modo que se irate de relaciones L-univocas). S8lo oatas condi-
ciones hay valor en cada caso y éste estd univocamente doterminado para
cada conjunto dado de argumentos, Pues si la relacién no es unfvocs en el
lugar 1, la funcién correspondiente tendrd varios valores para los mismos
argumentos, lo cual es incompatible con la nocién de fimcitn. ¥ si para
una serie de argumentos para los lugares 2a n+ 1 la ‘1 no Hene
argumento para el lugar I, entonces Iz funcién cem fz no estard
definida para esos n argumentos, Por eso sblo podemos afrmar, en vez de
Ia “traduceién inversa”, lo siguiente:

2 {o gue Haméba-

71

-3 Efn—l {z{,ﬁ:ixg P }cnmg {xz, Ea, ooy ,’Xﬂ,vg} uiced ng;},

Por tltimo, (TR114) v (TR115) sugieren un modo de
funcién (Ia clase, F, de las funciones) por la de relacién
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abstractos de relaciones de las caracteristicas dichas. Cuando bay una
funcion, hay pues también una relacién de esa naturaleza, y de la cual ha
sido abstraida la funcién. El siguiente esquema de definiciones sugiere esa
idea. De él pueden obtenerse efectivas definiciones paran=1, 2, ..,

(DBIIS) ‘fn £ F’ €Par ‘HHH"'I {Rm} € 1'UB A
A {xg) (xml) S?Cl {ij X1 ...xm] A,
A {lexixz ce Apey f'n (IZs ey xm.l} = xl] ],'

Como resultado general de esta discusién puede decirse: todas las fun-
ciones son relaciones, pero no todas las relaciones son funciones (sino sélo
aquellas que son univocas en el lugar de argumento 1 v tienen siempre un
argumento para diche lugar),

(Ejemplo: de la relacién diddica padre-de puede abstraerse una funcién
de un solo argumento. Pero noj puede abstraerse una funcién de la relacién
diddica hijo-de, que no es l-equivoca).

PARTE CUARTA

LOGICA FORMAL Y METODOLOGIA



Cartrono XVI

LA DIVISIGN Y LA DEFINICION

-

91. Légica formal y metodalogin, — En los vigfos fraty de ldgica
solian aparecer cuestiones que no pueden estudiatse de un modo complets
desde el punto de vista formal, porgue pertenecen a la 2 del método de
descubrimiento ¢ de exposicién de verdades materislez en las clencias.
Puesto que esas cuestiones se refieren a la matcria del conocimients, no
pertenecen a la teorfa légica, razdn por la cual no se recogen hoy dfa en los
manuales y tratados de logica. Pero esos temas son, 7 nte, suscep-
tibles de comsideracion formal, v también es posible comstruiy wna teorfa
légica de sus aspectos formales. La consideracién formal de esos temas es
una interesante aplicacién analitica de la légics, digns de atoncitn desde
el punte de vista del cientfico pesitive {cfr. 14).

‘Método es palabra usada con diversas sigm‘;rr
hablar de método a propésito, por esemplo de 1a dod
deductive” —, y también a 7‘10?(551?0’ de cadenas de op
les, como el “métode de las cdmaras de plomo” en h
Comtin a todos los usos de Ia palabra "método’ es la v % & una serie
de operaciones ordenadas y encaminadas & ohtener un resultado, Cuando
el resultado que se busca es la adquisicidn de un conecimiento o su tras-
misién, se habla de “métodos tedricos” (“heurfsticos” o “did4oticos”, res-
pectivamente). Estos son los dnicos gue nos in

Los tres temas metodoldgicas gus vamos a cor r desde el punto
de vista légico en este ca;}zéale y en &l mbmenie son los 'i”“ satfan ;an cer
e los viejos manuales de Iogica: la division, la defnicidn v 1a 4
Los tres estdn relacionados enize si en el método de las cienc
sibn {0 clasificacién) suministra muchas veces los sleme
cidn, Hsto ocurre de modo pr@‘cam@c& en la szsi:ﬂ*';1
los principios de la definicién de las unidades si
ejemplo), son los mismos prinei pios con los qus se clu h
A su vez, la definicidn precisa ia extensién, por efomplo, de un o ombre de
fenémenos, y por eso puede ser punto de partids de una Jiv

Hs eorrients
A e “mdtadn
industria-

a uumaoag
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fendmenos, y también un requisito previo a cualquier afimacién general
{obtenida por induccién) acerca de csos fendmenos. A la inversa, las in-
ducciones conseguidas afinan las definiciones de que parten, al enriguecer
¢l conocimiento que tenemos de los fendémenos estudiados.

92. Nocién metedelégica de la divisidn, — T radicicnalmente se define
la divisién como una expresién (correspondiente a una operacién) que dis-
tribuye una cosa o un nombre por sus partes. Por ‘cosa’ hay que entender
‘concepto’ (normalmente: “clase’), es decir, algo abstracto; pues la divisién
en sentide metodelégico no es un desmembramiento como ol aue puede
Operar un carnicero con una res, sino una diferenciacidn entre elementos
significativos, entre subclases de una clase dada, o entre usos de una ex-
presidn.

Los elementos de una divisidn son: el todo que se divide, o clase divi-
dida; las partes en que se divide, o clases dividentes; v el punto de vista
segun el cual se practica la division, al cual se llama ‘principio’ ¢ ‘funda-
mento’ de la divisién, Por ejemplo, cuando en 1 tomébamos como pro-
piedad caracteristica del vegetal el ser autétinfo, lo estdbamaos distinguiendo
del animal, como heterétrofo que éste es. El todo de la divisién eran los
seres vivientes; las partes o subclases dividentes eran la clase de los ani-
males y la clase de los vegetales; v el fundamento de la divisién era el
modo de nutricion. Este ejemplo ilustra también la relacién entre division
y definicién en ciencias en lag que la descripcion y la clasificacidn (la siste-
mética) de objetos tengan mucha importancia.

No nos fnteresa aquf recoger las clasificaciones de Ia divisidn misma que
aparecen en los viejos tratados, pues esa clasificacién no tiene mucha rele-
vancia 16gica, sino sobre todo metodolégica. Interesantes desde un punto de
vista formal son, en cambio, las Hamadas leyes de la divisidn’:

L% el fundamento de la divisién debe mantenerse constante die
rante toda la operacidn;

2% la suma logica de las subclases dividentes debs ser igual 2 la
clase dividida;

3.%: las subclases dividentes deben excluirse mutuamente.

Expresemos formalmente esas leyes.

93. Disyuntividad y exclusién mutua. — Lo primero que podenios
hacer es expresar, con ayuda de la légica de clases, las situaciones en que se
cumplen las leyes 22 y 8. Dada la clase dividida, «, y las subclases divi-
dentes, =, 0w, ..., @, Hene gue valer, segin la ley 27,

(13) e U U, Ug, = ¢
v, segin la ley 3.
(2a) (e} [~i==j— o N = Al
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. Ao mdn T . -
A veces pueden §Or mas comodas ofras xpresiones de esas leyes;

(15) {x} {xsq«é—)xaaivxs%v.“xa%}v

(25) (o) (o) [~i= s (2) [Cea— L lxean e o111,
{Le) [am@}uicﬁ:n%}u(..u [am el =a

{2¢) (e (o) [Ni::;“*% X ANy fome]=naL

Las notaciones (¢) se basan on que de (1a) y {92) se des
(3) 5i @ es cualquier subclase dividente de «, entonces:

{GSZ';B {Q I8 & == C{éig(
(3) recuerda el teorema de la légiea de clases
{a) [VNo=a]

Esto puede interpretarse diciendo que en toda divisidn la clase dividida
Se toma como clase universal,

4. El fundsments de uns divisién. - Cuando se pasa de cons va
el todo dividido v las partes dividentes a considerar el % in de Ia di-
visidn, se abandona el lenguaje de clases para adoptar el de nrodicados,
Pues es claro que e principio de la divisibn estd comn :
Aue se usan para construir con ellas las subclases i
los individuos para ver si presentan o no alguna de dades,
L.‘rf operacién de dividir estd pues relacionada con &} wrine 7o de abstrac-
cion de clases a partir de férmulas predicativas monddicas {ofr. 79). Cuando
una divisidn se contempla desde el punto de vista de sy 4 dam ¢ prin-
cipio, es pues adecuado expresarse en el lenguafe de la J4gica de predica
ﬁ’OS, o, por lo menos, utilizar también éste en combinac ;}‘. de la
légica de clases. Aprovechemos esta reflexién para vz 2stidn si-
gufente: gebmo puede expresarse el fundamento de o ia
tey 1.7 do la divisién, Gue se refiere al fundamentn? ,

Por de pronto observarcmos que la velacién enive Predicados v clases
— expresada por el principio de abstraccién —se da taphid oo es
natural, para la clase dividida, up el caso del gjample ante
(en sentido I6gico, no de sistemndtica hioldgica) de los seras <
ponde a un esquema del predicado monddico “ser-vix
de Ia divisién de esa clase en animales y vegetales es, ¢
alimentarse. Perg aunque esta manera de habler sen int erte clara
ne fiene, sin embargo, Ia precisidn suficiente parg exprasar la situg
pues “tener un modo de alimenterse’ ao puede ser el prod
la divisién a que estamos refiridndonos: tanto los o

%1
]
i)

ot

=, Bl fundamonto

7 e exprese

110 los ve-
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getales Henen algin modo de alimentarse. HEste predicado “tener un modo
de alimentarse’ corresponde por tanto también a la clase de los seres vi-
vientes, y con él no pueden obtenerse las clases de los animales y de los

vegetales,

Exn el caso de nuestro e¢jemplo, el principic de la divisién deberia pues
expresarse mediante una férmula que contuviera los dos predicados — "autd-
trofo’ y “heterbtrofo’ — de que se abstraen o construyen las clases de los
vegetales y de los animales, respectivamente. Si esos predicados son “A’
(‘autdtrofo’) v "H (heterdtrofo’), la clase de los vegetales podria definirse
con el abstracter de clases a partir del esquema “Ax’:

(4) o=z & [Ax];
y la clase de los animales:
(5) G =% [Hal.
Basindose en (4) y (5), la clase, v, de los seres vivientes podria defi-
nirse por
)] v=£[Axv Hal.

P'ero lo normal es que la clase dividida (y) se haya abstraido de un

predicado menos analitico.
Entonces la férmula predicativa monéddica siguiente, consecuencia de

{6), podria considerarse como expresién del principio de la divisién consi-
derada ("G es el predicado del que se ha abstraido la clase ¥):

7 (x) [Ga — Ax v Hx],

Prescindiendo ahora del ejemplo animales-vegetales, consideremos en
general cdmo debe expresarse, desde el punte de vista del fundamento de
la division, la situacion expuesta por las reglas 2° y 3.% Supongamos una
clase, o, obtenida por abstraccién a partir del predicado ‘P (propiamente:
a partir del esquema ‘Px) y dividida en n subclases, construidas por abs-
traccidn a partir de los predicados Py, Py, ..., Py’ respectivamente. En-
tonces, segun Ia ley 2 debe valer

{1d) {2} [Px—= PuxvPexv.. vPxl

Y segin la ley 3. debe valer, para cualquier par de predicados divi-
dentes, Py, ‘P,

{2d) ~dmm s [Pres o~ [Para Prl]l.

Ahora vamos a ver que no es necesaria una formulacién de la primera
ley dela divisidn, pues su contenido estd ya presente en (1d)-(2d). En efecto:

L& DIVISION Y LA DEFINICION 27}

comple con la
~ “gutdtrofe’ a
intia de cons-
te con el
ser dieatdrmico,
;

atn supueste {1d}, si unc de los predicados Py, ., P n
ley 1% (referirse, dicho intuitivamente, al pradicads P oo
‘modo de alimentarse’), entonces no va a haber ninguna
truccibn de que se cumpla (2d). Esto puede verse concre:
anterior ejemplo de divisidn de Ios seres vivientes, el cual, por
o sea, del tipo mas sencillo de divisién, nos ofrece la situacién simplificada.
Ep una divisién dicotémica, los predicados "Py v Py (‘autdtrafy’ yL ‘heterd-
trofd’) se comportan come Py v "~ Py, o como g‘.«?2 ¥ "~ Py, o, en general,

come 'y "~ Q. De agui que {1d), en ¢l caso dicotémics, pueda expre-

4 o)

sarse por
(le) %) [Px—> Qx v ~ Q2]

y (2d) por

(2e) @) [Px =~ Oz a ~ Qx]].

Pero ahora podemos observar que (Z¢) equivale a (1)

(@) (@) [Pr o~ (02 A~ Ox]]
e (5} [Pr > o O o o O]
o () [Pr— . Quv Ox]
< {x) [Px—> Qxv ~ O] (1e).

Asf pues, en el caso de la divisién dicotdmica, las dos leyes 27 v 32 se
funden en una sola, que puede expiesarse por (fe); o, 5l 58 deo
la got&cién inicial, P y Py, de los pmd}iméas divida ia nueva ley
conjunta que resume las dos leyes 2.2 y 3.° para la div icotdmios puede
expresarse mediante el functor veritative de heterovaloncis, i (cfr. 70, 72),
al que podemos simbelizar con el aspa, X, propuesta por Touchais:

(5 {x} [Px s Pz > Poxl.
Sug‘)ocngramos' ah?m que se hubieras hecho, con violact la ley 1,
una divisién dicotdmica de los seres vivientes en indi antdirofos

o fam;;piez (1),
or X, O sea,
ento de que,

(Fr'} & individuos sin funcién clorofilica (‘Py). Esta divi
€ * 4 ? £ = £

pues Py y "Py no estén en la relacién expresada por el fus

no se comportan como (" y Q7 (y esto independientes

ademds, es un hecho empirico que hay seres autétrofos sin fancién cloroffies
propiamente dicha: la alirmacién de que esa divisidn viola (1) vals formal.
mente aunque no hubiers tales individuos autétrofos sin Fmcidn olorofilies.
Pues tampoco en este caso la exclusidn muotua de las olases respectivas

I

I » s - -
genc%gza razozlefs.formales, es decir, por mera signifi t 7 sin atender a
os datos empiricos (salvo gue se definiera un comcepto por e oire)). Asi

18, — INTRCDUCCION & La LOGICA
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pues, el incumplimiento de la ley 1.* implica e incumplimiento de la ley
conjunta (I). Por tanto —segim una ley de la contraposicién (teoremsa
(TES)) —el cumplimiento de la ley conjunta (I) implica el cumplimiento
de la ley 1.°. Asi pues, para la division dicotdmica es superfluo sentar tres
leyes, dos de ellas referentes a clases y una al fundamento.

Ahora bien: esta reflexion puede extenderse a cualquier divisidn, aunque
no sea dicotdmica, a causa de que en una correcta division n-tdmica un
predicado dividente cualquier, “F;, estd en la relacién dicotémica {I} respec-
te de la disyuncidon de los demés n-1 predicados dividentes. Es decir,

que vale
(Ia) Dy [Pr = [P (Paxv Paxv . vPox vy Pagxv v Paxll]

En teda correcta division a-témica de una clase, «, vale, en efecto, que
si un individuo es clasificado en la subclase g abstraida del predicado divi-
dente ‘P, entonces no puede serlo también en la subclase de « comple-
mento de 8 respecto de o, «—pB, abstraida de PyvPyv . vFP vFiv
¥ ... v P, {Cfr. notacidn molecular de los predicados, 75.)

Ahora bien: toda divisidn n-tdmica puede obtenerse mediante una
serie de n-1 divisiones dicotémicas al mismo nivel Esa reduccidn puede
proceder asi: primero se divide la clase total, @, por

Pl‘![ngPﬂv...VPﬂ]

Llamemos 3 a la clase abstraida de “Py"y v al resto, que es la clase abstraida
de PyvPyv...vP, . v se divide entonces por el fundamento

PoviPsv..v P,
7 asi i Cad len:
Y asi sucesivamente, CUada vez valen:

Py [Piav...vB,]

~ [P{,A {quV...VPNE

si la divisidn es correcta. O sea, cada vez vale, si la divisién es correcta:

P.gx [P{ﬂV..,VPg]

Por tante, la situacién l6gica en una divisién a-témica puede reducirse 2
la que es caracteristica de Ta division dicotémica.

La anterior discusién debs completarse con un hecho que mis adelante
{85) valoraremos: lo mds importante (desde el punto de vista formal) en una
divisién es la exclusién mutua de los predicados dividentes. El agotamiento

LA DIVISION Y LA DEFNICION 273

dg la clase dividida por las clases dividenies que estd, desde Tneco coute-
nido en (Ia), se toma, en cambio, como un dato, v no: relovante
discusién formal, Ast nor efem’zﬁo fa 4 cta divetd e
Isc mal. Ast, lempio, ia incorrecta divisidn de los seres
vivientes en individuos autétrofos e individuos sin £ cloroffiea g(en
senudo' estricto) puede perfectamente ser exbaustiva norcue fodo sor
pueda incluirse en ella (va que no hay heterdtrofos con f 1 clorofflics)
FPero 50 es una cuestidn empirica, sin relevancia formal {como sé ve”ofr‘
la ant‘erzor justificacidn entre Daréntesis), ‘ . F
Mientras que Ia relacidn de exelusidn mutua es fo
y comprobable, vale por la pura significacién de los o heteyo-
vale{zfes, sin necesidad de apelar a los datos emp s Y I ley corm
pondiente es precisamente la viclada por la divisién incorrocts “‘13; acaba
mOS de COmentarA R AL xei Asw \iL& QLA 0L A
Podemos pues concluir gue la tradicional enumernc
de la divisién es superabundante. A causa de un ;
no distinguir enire lenguaje de clases v lenguale de or
tradicionales han dicho en Ia ley 1.2, con Een’gua}'e&
que decian en las leyes 2.0 v 3.5 con lenguaje de clases,
mas que una ley, es una descripeién del punto de vista 16
divisién que se le somete 2 examen: admitis gue el cient
de la divisién ha agotado con ella el universo del d

nonte definible

T

de tres leyes
oiento andHsis {por
dicados), los légicos

ve, Io mismo

_é’)bservemos, por dltime, que cuande una divisidn se subd: . la ope-
racion puede expresarse, desde el punto de vista del fn G I;?or una
foz;mula andloga 2 (la), pero en la cual, en vez de o ; *;;;{-‘ffiz'mr’éﬁ:
atomicos en disyuncidn, encontramos copjunciones de pre s at4micos
en disyuncién. Por efemplo, SUPOREAMOs que despuds éé lad
sada por el fundamento (Ia), la clase abstrafda de rads ‘B %1% sido subdi
vidida en subclases (no necesariamente el mismo nhmerg c{ie sbelases pata
cada ‘P)), abstraidas de los predicados ‘P, ° B P, ;,,
principio complefo de dichas divisién v subéﬁvisﬁgﬁ puedemexpz 52

(i) @) () [Pr— [PiaP, ]« X

E -
X[[?Mpgijvmv EPMP% v [Poa® Tv.. v

(E&) puede C'Ees'me'zrnbrarse para temer una formulanidn
que recoge la distincién entre dog leyes de la divisién (2.2

[

¥ {PnaPnj} Y., ¥ {&;&E"ﬁi]} %]

(I61) G [P [[Pia Py IV [P a Pyl v v [P a2 Ty

{152} mﬁ“——_“"fVNS:::i'“@EP?SM?N{Pg AP 1]
LA

2
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93. Un ejemplo de divisién. — Estudiando akora un caso concrelo,
aungug muy sencille, de divisién efectivamente utilizada en la clencia,
podremos apreciar a la vez dos cosas: que el andlisis 16gico de la operacién
refleja bien su estructura; y que es, en cambio, insuficients para tomar las
decisiones basicas en la préctica del procedimiento.

El orden Eubacteriales comprende la mayor parte de lay bacterias,
las bacterias unicelulares mo ramificadas. El predicado ‘unicelular-no-
ramificada’ es el que permite la abstraccién de ese orden. Los biblogos
dividen el orden Eubacteriales segim un fundamento o principie complejo,
basado a la vez en la forma y el modo de divisién de los individuos segiin
dimensiones espaciales. A pesar de haber escogido este ejemplo por su
sencillez, puede apreciarse que ya en él ne va a haber simples predicados
atémicos “P, ni en el primer estadio de la divisién de ese orden, sine pre-
dicados moleculares (en conjuncién). Los predicados atémicos con conjun-
ciones de los cuales se componen los predicados de que se abstraen las
subclases (familias) de Eubacteriales son, en la divisibn mds breve de
este orden:

Py ¢ ser estérico.

P, : ser cilindricc no encorvado ni arroliade.

Pz : ser cilindrico arrellade o encorvade.

{21+ dividirse segin una sola dimensién espacial,

Qs : estar indeterminade en cuanto a dimensiones espaciales de la divisién,
Con esos predicados atdmicos {(aqui algo simplificades) los bidlogoes

han compuesto los signientes predicados moleculares para la abstraccién

de las subclases (familias) de! orden Eubacteriales:

Py A Qs del cual se abstrae la familia Cocdeess (a la gque pertenecen,
p. €., los cocos). :

Py a ©Qy, del cual se abstrae la familia Bacteridceas (2 la que pertenecen
" las bacterias y los bacilos).

Py n Q1, del cual se abstrae la familia de las Espirildceas (a la que pertene-
cen los vibriones y los espirilos).

Con nuestra notacién (desmembrada), la division de Eubactericles, si
P’ es ¢l predicado ‘eubacterial, debe expresarse, desde el punto de vista
del fundamento o principio, como sigue:

(tbia) (3 [Px— [[PiaQa] v [PoaQul v [PaaQi]a],
que expresa el agotamiento del orden, v

(b2a) () [Px—> [~ {PiaQualorQi]a~ [PraQanPaaQila
Ao~ [Pz.’\Qlﬁpsi\Ql]]x]s
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que expresa la exclusion reciproca de los predicados -
se abstraen las familjas.

Este efemplo nos permite ilustrar nuestra discusidn de 94, {(IbZa} es
formalmente (seménticaments) verdaders por la def : de los predica.
dos, ya que en cada conjuncion negada en {IbZa) hay dos predicados que
Se comportan come Q7 v ~ ), a saber, los de misma letra v distinto
subindice. En cambio, (Ibla) no es formalmente vilido, No hay razén
formal por la cual deba excluirse, por efemplo, un pred )
fuera “forma triangular y divisidn segén dos dimensic
que no exista una clase de bacterias abstraible de ese
cuestién empirica, no formal. Por esta razdn, en ver de ¢
formulas que recogen la ley 2° de la divisidn, hemos
do "', lo cval equivale a afirmar, en la primera vor en lenguals de
clases de esta ley, " on vez de = gue fue lo escri

ite al imdm{f;r Ia
formulacién {radicional de la misma, Hsto significa que lo formalmente
exigible al examinar una divisién no es siempre la identidad entre Ia suma
I6gica de las clases dividentes v la clase dividids, sino la inclusidn de
la primera en la segunda. Cuando se exige la identidnd, o be hacerse
sin pretension empirica, sino entendiendo entonces Iz situacidn como basa-
da en una definicién de 1z clase dividida por Iz sums ds las clases divi-
dentes, y reservando al juicio del cientifico paositive Iz 4 n acerca de
si ese modo de considerar la situacidn es correcto.

36, Nocién mefodolégica de la definicidn. — Defnir sionifirn deter-
minar o delimitar. La definicién es la operacién meté: que consiste
en caracterizar suficientementc una nocién para del y separaria
de otras. A esta funcién de la definicién en ol m
nocién tradicional de la misms, inspirada en Aristdteles:
una expresién (forminus complexus, como la divisién) qus
turaleza de una cosa o la significacién de un término

La clasificacién tradicional de las definiciones ¢ {
dos grandes clases, ya sugeridas por la definicidn mizma de definicidn:
definicién real, que expone Iz naturaleza de una cosa, y definicién nomi-
nal, que expone la significacién de un términe. Esta cla ién requiere
ciertas observaciones necesarias para poder considerar form nte el tema.

Por de pronto, Ia definicidn, incluso desde el punto de vista meotodolé-
glca ¥ no ya sélo desde el punio de vista formal, es uns oporacion en el
lenguaje, en un lenguaje. Otras operaciones de los méindos clentfens
— Come pesar u obtener preparaciones microscépicas — no estin totalmen-
te contenidas en un lenguaje. Pero el definir, Dor su card
metite tedrico, tiene del todo lugar en un lenguaie. La
definiciones nominales v definiciones reales no de%e; pues, entenderse en el
sentide de que las primeras sean operaciones lingiit
BO: umas y otras son expresiones, “términos compl

a7y las segundas
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En segundo Ingar, la definicién real no debe entenderse como una deter-
minacion o delimitacidn de la “cosa” definida: la naturaleza real de almen-
dro no puede ser delimitada o definida porque el boténico la defina; la
naturaleza en cuestién — si tiene algin sentido preciso hablar asi — tendrd
su identidad con independencia de cualquier actividad del boténico, in-
cluida la de definir. Por tanto, lo determinado seré a lo sumo el concepto,
la nocibn, y no la cosa misma a que se refiera la expresién definidora.

Al tratar de la ldgica de clases hemos establecido definiciones reales
en este sentido. Por ejemplo, la definicién (DC14) de 77,

e g mige £ [ X8 ],

se presenta como una definicidn real: asi puede interpretarse la ausencia
de comillas; esta ausencia de comillas indica que las expresiones “—« v
‘T~z 0] eran en (DCI4) usadas, pero no mencionadas. Lo mencionade
era la clase — . Pero es claro que el sentido de esa definicién es decir que
laclase —aes & [~xea]. —ay 2 [~xea] no son dos “cosas” distintas,
sino s6lo dos conceptos distintos, dos sentidos en que se piensan unos
mismos individuos, dos modos de referirse graficamente a unos mismos
individuos. En un caso, ¢l de ‘-~ &, dando simplemente tn nombre a su
coleccidn {que es un abstracto); en el otro, ¢l de % [~ xeal, pensdndolos
a través de la operacién de abstraccién que ha servido para coleccionarlos
(para construir aquel abstracto).

La anterior reffexidn nos ensefia que sélo prudentemente puede hablarse
de definiciones reales. Puede incluso admitirse que toda definicién veal es
al menos traducible & una operacién nominal de las que suclen lamarse
“definiciones ostensivas’, o de ‘palabra-cosa’ (R. Robinson), si bien hay
autores que no consideran que estas operaciones sean propiamente def-
niciones. Una definicidn ostensiva es una definicién nominal que consiste
en declarar la denotacién de wn término sefialando materialmente la cosa
que se desea nombrar con €l Por ejemplo: ‘ése de la izquierda es Juan.
Pues bien: la definicién {DCI4) puede traducirse a una definicién de la
expresion ‘— o parecida a las ostensivas; una definicién que dijera: “— o
es la de Ja expresién (materialmente indicada en la pizarra) & [~ x ¢ a]”.
{Robinson distingue, sin embargo, entre definiciones reales y definiciones
nominales de palabra-cosa.)

En resolucidn, puede decirse que la distincion entre definicidn real
y definicién nominal se refiere sobre todo a la intencién v a las necesidades
del que define. La intencitn del que define y sus necesidades son, dicho no
subjetivamente, ¢l lenguaje en que se formula la definicién, o el estado
del conocimiento cientifico en el momento de definir,

La gran importancia dada por los légicos tradicionales a la idea de
definicién real se debe a motivos metafisicos, La metafisica arisiotélico-
escoléstica pensaba que es posible captar la Hamada “esencia” de una cosa
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[r—

{que no seria lo que solemos lamar “esencial” de una cosa en el lenguaje
cotidiano, sino alge que determinaria su ser fal o cual onsa) ¥ oex
mediante la conjuncién del “género proxime” a que la cosm %m*i

la “diferencia especifica” que distingue la sspecie o olase a que pertences
esa cosa dentro de aquel génerc (clase dividida), Asf, fa definicién de la
circanferencia como figura cerrada y plama cuyos punt idistan de
otro llamadoe centro serfz una defnicidn real del tipa mas perfects (“esen-
cial”), construida medianie la conjuncion del génors p - 8rara ce-
rrada y plana (como tambidn la elipse, por ejemplo) — con la dé?@zemia
esg}ec_:iﬁca - equidistancia de sus puntos respecto del centro {a difercacia de
la elipse, por ejemiplo). Esta nocién suscita la siguients orfficn: la nocién
fie género proximo es relativa al lenguaje en que se hoce la definicidn, o,
0 que es lo mismo, al estado del conocimiento ciont o0 en el momento
de definir. En vez de Bgura plans cerrada, por efemnple, los lbros de geome-
tria dieron luego, como “género prézime” de Iz cirounfe 1, secoién
cénica. (Esta observacidén fue hecha por el historiador de la flosofia
Ueberweg.)

También pues por este camino llegamos a 1a conchsién de gue cual-
quier definicién, incluidas las de intencidn o sentido real, es relativa a un
lenguaje. Precisamente por eso es el tema de la definicis: tible de
consideracién formal. fista deseubre en los sistomas
de definiciones, de las que vamos a SOUPATROS,

Pero antes interesa recordar dos de las varias leves de la de
establecidas por los I6gicos tradicionales (las demds gée alfor o

siablecioron
son de interés metodolagico v didéctico-psicoldgicn). Fsas dog leves son:

L Lo definido (definiendum) debe ser convertible con lo aue dofine {dafi-
niens). O sea: entre la expresidn definida ¥ la definidore debe haher
algn tipo de equivalencia. Esta exigencia ostd < 1 en toda defi-
nicién formalmente propuesta en este libro medinnte ol uso de lag
notaciones "€y’ o ‘=g, sugeridoras de dicha reln de 1z familia
de las equivalencias.

2. La definicién no debe ser civcular. O sea: ol deft v no debe estar
contenido en ¢l definfens. Heio no quiere decir que rinpin simbaolo
de Ios situados a la izquierda de ¢4y o *=p {de en sentido
amplio) pueda estar también entre los sitvados a la deroobas de esos
simbolos. El que no puede estar mas que 2 la fzquicrda es el simbolo
que realmente se desea definir (definiendum en sentido estricts), Por
ejemplo, la siguiente definicidén no es cireular si o’ es va previamente
conocido y si se entiende como unz definicién de 4" nor v

LR

e [P A g e LY g

#7. Definiclones sintdeticas. — Una definicién sintbetion es una rogla gque
permite sustitulr (con la ventaja de una mayor brovedad o sin olla) una
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expresion (definiens) por otra aueva {definiendum) y a la inversa, sin aten-
der 2 la significacion de una ni de otra. Las deliniciones sintdcticas som,
pues, mis nominales, por asi decirlo, que las que la Iégica tradicional
Hlamaba de ese modo. Pues las definiciones sintdcticas, que son definiciones
en un cileulo o sistema, no pretenden dar la significacién de una expresion,
sing simplemente establecer la sustituibilidad reciproca entre dos expre-
siones del sistema. Una definicién sintictica es, por ejemplo, la siguiente:

PG ey ~pyyg.

si est4 dada en un céleulo sin interpretar.

Lo més frecuente en un cileulo es encontrarse no propiamente con defi-
niciones sintdcticas, sino con esquemas de ellas formulados en el metalen-
guaje, con variables sintdcticas. En efecto, la utilidad de une definicién
sintctica como la anterior consiste en gue autoriza a sustituir cada foymyla
de certo tipo con "~ y v por una fémoula con - sin Voni W, o ala
inversa. Como seguramente se desea poder hacer eso con cualquier férmula
de ese género, y no sélo con ‘~ p v ¢, lo mas oportune es establecer dicha
autorizacién con variables sinticticas, o sea, mediante un esquema de defini-
ciones. Fara el casc anterior se tratard del esquema

[X s V] 69 . X ¥ Y,

que es {Dg) de 4B

Las definjciones recursivas que hemos usado varias veces, sobre todo
para definir la nocién de férmula de un céleulo, pueden entenderse como
definiciones sintacticas en el metalenguaje. Por ejemplo, la definicion de la
idea de férmula de la légica de enunciados puede servir para establecer
que, en cualquier afirmacién del metalenguaje del cdlenlo de enunciados,
la expresién “Z es una férmula del céleulo de enunciades’ puede sustituirse
poruna del tipe ‘Zes "y, o Z es ¢, o ..., 0 Z es ~ Xy X es vva térmula
del céleulo de enunciados, 0 ..., 0 Z es X «> ¥, y X ¢ Y son formulas del
cidleulo de enunciados’. La efectiva traduccién formal de una definicién
recursiva cualquiera a una corriente delinicién sintdctica es una tavea bas-
tante complicada que ha ocupade a avtores de primera imporlancia. -Aguf
s6lo nos interesaba aclarar Ia naturaleza sintéctica de las definiciones recus-
sivas en un cleulo. Las definiciones recursivas no hacen ninguna alusién al
significado del definiendum, sinc que exponen sélo su constitucién grafica.

88. Definicioncs seménticas. — Una definicidn seméntica es una atri-
bucién de significacién (denotacién o valor) a un simbolo o una expresién.
Las definiciones semanticas son, por tanto, propias de los célculos interpre-
tados, o sea, de los lenguajes formalizados. Las tablas veritativas que deter-
minan el uso de los functores veritativos pueden considerarse definiciones
semdnticas de formulas con esos functores. Asi por ejemplo, la tabla de W
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padria traducirse por la signients definicién en el met

KaYeogX vale Ve ¥V vale V.

Una definicién semdntica es unz definicién nominal en ol sentido tra-
dicional, pues lo que determina es [of uso de] una sxrresitn.

Cuando un céleuls estd interpretado y es ya, por tanto, un lenguaje, las
definiciones sintacticas que se hubjeran hecho en &1 se ¢
ticas. Pero eso no quiere decir que haya una corres
enfre definiciones sinticticas v definiciones semint
A upa definicién seméntica pueden corresponder
ticamente distintas. Por e;empio supongamos un sistema ico de la
logica de enunciados sin més functares primitivos que -, A, =, Diespuds
de los axiomas, la presentacién del sistema puede contener la sigiients defi-
nicidn (entre ei:ras)

(1) Xv¥<og [~ Xa~TL

en semin-
a2 hiunivoea
ndientss.

sintdo-

Pero en vez de (D1} el sistema podfe presentar
(DZ} X\?Y@df ENX“——} 17},

Normalmente no presontard las dos: primers, porque entor
primitivas del chlculo serfan de a?i"CﬁClOL‘; amhzgna & fh
segundo, porque una de las dos definiciones basta caloulsy
gamos que el sistema contiene {D2) v no (1), Futone
de vista sintdctico, sélo (D2) es utilizable en dem
son sinticticamente dos definiciones.

£

En cambio si, como es corrients, Ia miezprcmcmn de ese oilouls por
su seméntica atr%buye la misma :;zgmﬁcacmn el misma valoy, a w [Xa
3 ¥

a~¥] que a ‘[~ X =Y la semintica de dicho edleulo contendrs propia-
mente ¢na sola d?ﬁnicién do v, la cual correspo 4 & dos posibles defi-
niciones sinthcticas (1) b4 (32} (v a cualquier ofra sc _ equi-
valente). (1) y {D2) son dos definiciones sélo desds sl punts s de vista sin-
tictico, que no atiende més que a los simbolos usados, al aspectn gréfico
de las férmulas. La férmuls con doble fecha enfre las dos exnresiones
definidoras, )

e XYl er s [ XY,

serd un teorema de la sintaxis, st las replas de inforp
En su seméntica, la afirmacién correspondiente a es f%}smﬁ,z
es lo mismo definir v per (1) que por (DY), o sea, gue
son seménticamente la misma definicién.

9%, Definicicnes por shsiraeridn, Definiciones creadorss, —Fn un

sentido amplio, puede considerarse definida por abstraccidn toda norién
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construida mediante esa operacién, Por ejemplo, la clase — « puede en
este sentido considerarse definida a partiv del esquema ~zxza (0 del
esquema "~ Px’} mediante la operacién indicada por el abstractor de
clases “£". (Cfr. 95.)

En un sentido mds esirecho se considera definidas por abstraccién las
nociones construidas a partix de una relacién de equivalencia (cfr. 88), o
sea, de una relacién simétrica y transitiva. Asi, por ejemplo, la relacién
entre convecinos {en el sentido del ejemplo de 88), o relacién de conve-
cindad, permite abstraer de ella, como vimos, una serie de clases — las
clases de equivalencia respecto de convecindad, como la clase de los con-
vecinos de Juan, la clase de los convecinos de Pedro (no siendo Juan y Pedro
convecinos), ete. —, y también ulteriormente, la propiedad de ser un muni-
cipie, propiedad que corresponde a la clase de todas las clases de equi-
valencia respecto de la relacién convecindad,

Las definiciones por abstraccién realizan, en el terreno formal, aigo que
recuerda [z idea de definicidn real, més precisaments, lo que suele llamarse
‘deflnicion real genética’, que expone la naturaleza de una cosa declarando
cémo llega a ser o se engendra esa cosa. Una definicién por abstraccidn
expresa la creacién o introduccién de un concepto nueve. Para seguir
con nuestro ejemplo, si se dispone de la relacién de convecindad, con
ella puede obtenerse por abstraccién el concepto de municipio, ¢l cual
es nuevo en el sentido de que permite pensar de un modo nuevo la realidad
de los individuos dades. Pero debe observarse que Ia novedad que introduce
una definicién por abstraccidn es relativa al lenguaje en que se da, o sea, al
estado del conocimiento, al repertorio de conceptos en el momento de
definir. La definicién de convecindad aporta algo nuevo en un lenguaje
que, para el correspondiente universo del discurso, hubiera sido hasta
entonces sélo relacional.

El parentesco que acabamos de observar con Ia idea de definicién real
s¢ da también en las definiciones llamadas ‘creadoras’. Dada una teoria
-—seflaladamente en la forma de sistema axiomético — se dice que una
definicién os creadora en ella cuando hace posible demostrar formulas que,
aungue no contienen mas que simbolos primitivos, son sin embargo nde-
mostrables en el sistema 5i no se da aquella definicion.

La definicion. creadora tiene pues en comin con la definicién por abs-
traccién el introducir novedad y el hacerlo respecto de un céleulo o lenguaje
determinado. Asi vemos que incluso Tas més teales de las definiciones son
operaciones lingiifsticamente condicionadas.

Suponiendo una teorfa de la divisién de némeros naturales que no
tuviera simbolo para cero ai tuviera definida la divisidn por cero, las defi-
niciones

{I33) () [ —x =, 0],
(D4) {x} [x/0 =g n],
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siendo 'n” una constante, podrian servir para ilustrar Ja de defnicidn
creadora, pues con ellas se podria demostrar, por ejemple, la Hrm

b/e-a = ¢/d-d,

que s0lo contiene simholos primitivos de la teoria v no seris demosirable
en ella sin (D3) v (D4),

Las definiciones creadoras oscurecen la verdadera
Sistema axiomdtico, por efemplo, ¥ por eso deben evis

P S

ehra de un
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106, El planteamiento clésice del problema de la induccién. — En 20
se record la definicidn tradicional de la induccién como razonamients o
inferencia que leva de conocimientos menos generales a afirmaciones mas
generales. En el ejemplo de 20 se tiene el conocimiento de que wunas
cuantas masas de helio, que se han observado, presentan Ia propiedad de
que el producto de Ja presién a que estdn sometidas en cada caso por el
volumen que ocupan es 2241; de ese conocimiento el quimico pasa a la
afirmacién, mds general, de que toda masa de helio (reduciendo e} alcance
del ejemplo a este gas) tiene dicha propiedad.

El paso de una afirmacién a otra que se infiere de ella, paso que
al formular reglas de célculo representdbamos con una raya horizon-
tal, se expresa también frecuentemente por ol lamado ‘signo de aser-
cion’, *1, aunque éste no es el uso principal de dicho stmbolo. A la iz-
quierda de - se escriben las afirmaciones de partida (premisas del paso),
y a su derecha aquella o aquelias a las que se pasa. 8i simbolizamos por P
la propiedad del ejemplo recordade y por ‘@), ‘as, ..., ‘e, las masas de
helio observadas, el paso inductivo que estamos considerando puede repre-
sentarse por

(1) Pay, Pay, ..., Pa, - (x)Px.

%" es una variable cuyo campo estd constituido por la clase de las masas
de gas (en el ejerplo de 26) o de las masas de helio {en la reducecién que
acabamos de hacer de dicho ejemplo).

Cuando se trata de deducciones, un paso de v a'q prg, no da
lugar a una afirmacién deductivamente valida, ‘q’, més que si valen ‘p— ¢’
y . §i éste es el caso, una aplicacién de Ia regla de inferencia o modus
ponens permite la afirmacién de ‘¢’ Es claro que esto no ocurre con (1),
Pues si valiera

(&) Pa, a Pay s ... & Py > €x) Pz,
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como la conjuncién ‘PayaPaga .. aPa, puede construirse oon el connci-
miento que se Hene, con las premisas del paso (1), coz (2 Pr’ valdeta
deductivaments, ¥ el paso (1) serfa un paso deductivo, Pere (2) no es formal.
fmente verdadero — no es una implicacidn — mds gug 8 fé(:, Gg, ..., {1, SONO
todas las masas de helio, es decir, todo el campo de %, O sea si vale:

(3 (x} [Ixey viza, v ... v Tua.],

Io cual, como es obvio, no es ol caso: no se sabe que el nimero da las masss
de helio sea precisamente #.

Como (3) no es verdadero, no vale Ja implica (2, y el paso (1) no
es un paso deductivo. Esto suele expresarse diciendo el paso (1)
ne permite afirmar “(x) Pr’ “con certeza”. El ejemplo de la ley de Boyle-
Mariotte nos recuerda esta circunstancia, pues, como es sahide, ese onun-
ciado Do tiene méas que una vigencia préctica, apr fva v limitada,
aunque en otro tiempo, a falta de experiencia suficients sobre la licuefaceion
de los gases, se le tave por una vevdadera ley clentffica.

Consideremos el case de gue (3) valiera. En vez de (2) nodrizmos escri-
bir entonces: e

Hoxay v Ixey v ... v Ixa,] — {z} Px.

£

{(4) Pay aPaz a .. a Pay a (x)

(4) si que es formalmente verdadero, v el pase correspondiente del an-
tecedente al consecuente estd, por tanto, formalmente st 2. Pero ne
responde ya al concepto de induceibn, pues es un paso 3 v (4) una
verdadera implicacidn. En realidad vale incluso: '

(5 PaiaPayh .. aPa,aix) [z vizga vy ... v Fra,] « {x) Px,

' (4} s deductivamente demostrable. Sin embargo, Ia fradicidn considerd
inductivo el paso correspondiente a {4);

Fa = P
(6} Pay, Pay, ..., Pa,, () [Iza, v Ivayv ... v Isg,] L (x) Pe
'

Se Hamaba a este paso u operacion “induccibn complety’. La razén por
la cugl se consideraba inductivo este tipo de argumentacién era metafi-
sica: se basaba en distinguir entre una generalidad mers xtensional,
representada por los n primeros miembros de Ia confune
cedente de (8), por ejemplo, v una universalidad inten:
de la esencia” del hecho, por asi decirlo, que estaria representada por el
consecuente de (4), que es la conclusién dal pasc (8}, Es clarn que, aun en
el supuesto de que esa distineidn tuviera algtm valor filosdfice, formalments
no puede tomarse en consideracife: tanto e paso {8) cuante su fmdamento,
la verdad formal de Ia impliczcits (4), son deductivos.

Podemos, por tanto, considerar que los casos propin
aquellos en los cuales el campo de la variable gencr

ta inductivos son
Hzadn, % en nvestro
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ejemplo, tiene un nimero carding} (si lo tiene) mayor que el niimero car-
dinal, n, de 1a clase de los casos observados. Esta es la situacién en e
ejemplo de 20 y en su versidn restringida al helio, (1) de esta seccidn. (1) es
una instancia de lo que tradicionalmente se llamaba “induccién incompleta’.
Recoge una situacién may corriente en la ciencia empirica, v su significa-
cién es principalmente metodolégica. La justificacién del paso {1}, si la tiene
~—es decir, la justificacién de una afirmacién del enunciads ‘(%) P¥" solg ~,
©s una tarea de la teorfa del método. Formalmente es injustificable, porque
su supueste deductivo o formal, (2), no es una verdad formal,

Pero eso no quiere decir que el problema de la induccién no sea suscep-
tible de més andlisis formal que el poco que nos ha sido necesario para
llegar a la anterior conclusion hegativa. Por una parte, es posible precisar
mas la situacién desde yn punto de vista légico, no de teoria del método
o teorfa del conocimiento. Por oira parte, es posible encontrar un modo de
construir una teorfa formal de Ia induccidn, fakasiewicz ha ofrecido una
interesante esquematizacién para aclarar el primer punto. Carnap ha sumi-
nistrado el intento mas importante de solucidn para el segundo. Las si-
guientes secciones 101167 pueden leerse como una introduccidn a las ideas
de esos dos importantes autores,

101 i esquema reductive de Lakasiewiez. -— 5i los dos componentes
principales de (1) de 99 se encontraran en posiciones invertdas,

{7 (%} Px & Pa,, Pay, ..., Pa,,

se tendria un paso deductivamente correcto, basado en la verdad formal
(implicacién)

(8) (x) Px > Pay a Pay a ... a Pa,,

y en la regla de inferencia, o modus ponens. Esto tiene, naturalmente, que
ocurrir en todos los casos de “induccién incompleta” igual que en los de
“induccion completa”, en el sentids tradicional ya visto de esas expresio-
nes. También acurre en todos los pasos deductivos, es decir, de aplicacién

Bsquema |

{(x} Px— Pa, a Paz a... A Pa,
{x)} Px
P , Pa,

y, Paz,
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(Tanto (7) cuanto el Esquema I pueden entenderse come roprosentacién

5 : iyl : Y g ran 5 yOnnTe
abreviada de n pasos.) Fn cambio, el paso inductive (I} de 189, que recoge

3 . - S g
el razonamiento sobre Ia ley de Bayle-Mariotte en 20, tendria fue repre
senfarse asi:

Esquema I

{x) P> Pay a Paga ... 4 Pa,
?ag, Pa;g, cuny Fﬁgg

(%) Px

y R 3 ve In dife.
La comparacién de los esquemas 1 v II ilustra &l hecho de gue la dife

rencia principal entre pasos deduciﬁ:ms ¥ pasos inciuct-i-\-\:.;
que los scgundos no estdn justificados §ﬂz;n&§menfe, sino o
cirlo, se basan en un modus ponens al revés, carente ds gara

Ahora bien: si ésa es [z diferencia principal, entonces la mayor
generalidad del antecedente respecto del consecuente no z&osnes pel:

i i ¢ mmvn ~banioad
para expresar lo que define la situacién. Esta puede quedar caractorizada
en cada caso por los siguientes esquemas:

Esquema deductive

o> qg

Ei T

4
9
Esquema reduchive

g q
g

H

14

i en la pric-

A la vista de esos dos esquemss puede admitirse la
os de nnas

tica clentifica de dos grandes géneros de argumentaci
afirmaciones a otras: pasos deductivos y pasos reductives, Lo i
de estos dltimos desde el punie de vista formal no es que supo
ganancia en generalidad. ¥ lo interesante formalmeime de los
tivos no es que supongan una pérdida {}e gez}erahéaé,
por el esquema deductivo, en &l que no intervienen con
neralidad. La diferencia interesante es que el esgquema deds
malmente vilido (valido para cualguier interpretacién posit
que el reductivo no Io es. o L b desarealids

En relacién con el anterior andlisis de Faukasic vicz se ha desarrollade
en la metodologia la costumbre de entender por % *ém“u%r toda :
no-deductiva. La induccién en el sentido tradicional serfa ent
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caso especial de reduccion en el cual el lugar de “p" en el anterior esque-
ma reductive estd ocupado por un enunciado mas general que el que ocupa
el lugar de ‘¢, Es la que Carnap llama ‘inferencia inductiva universal’,

102. La relacién de induccién. — El esquema reductivo s demasiado
estrecho o exigente para poder recoger todas las situaciones inductivas, en
el nuevo sentido amplio de esta palabra. Ese esquema sugicre muy ade-
cuadamente la situacién logica caracteristica en la interpretacién de un
fendmeno cuandoe ya se posee una ley o teoxia sobre Ia clase de fend-
menos a la que pertenece el observado. Supongamos que un bidlogo
observa, en una generacién de n individuos, que sélo n/4 individuos pre-
sentan el cardcter P, poseido por los abuelos. El bidlogo posee una teorfa
con una ley estadistica segin la cual los caracteres recesivos aparecen en
la cuarta parte de los individuos de la segunda generacién. Esta es una ley
del tipo “p —> ¢, siendo “p’ ‘x es un cardcter recesivo’ y ‘¢’ “x aparece en la
cuarta parte de los individuos de segunda generacién’. De ‘p—> ¢* puede
obtenerse el enunciado singular: P es un cardceter recesivo — P aparece en
la cuarta parte de los individuos de segunda generacién’. Llamemos s — ¢
a este enunciado singular deductivamente obtenido de la ley, de la que es
una instancia. Nuestro bidlego ha hecho, pues, la cobservacién expresada
por . El paso reductivo consiste en afirmar °s’, o sea, que el cardcter P
es recesivo.

El enunciado *s (o “p’) es en casos de este género una explicacion del
hecho expresade pox ‘t" {0 "¢"). Por eso podemos decir que el esquema re-
ductivo recoge especialmente Ia induccidén que busca hipétesis explicativas
de los fendmenos observados. El cientifico puesto ante los fendmenos ex-
presados por ¢’ busca, con el ejercicio racional de la imaginacién, un
enunciado que los explique o implique, esto es, un enunciado (por regla
general, varios: toda una teoria) del que pudiera obtenerse deductivamente
el enunciado " que describe los fenémenos observados. Pero el esquema
reductivo no dice nada sobze ese paso imaginativo. Y, ciertamente, como
tal paso imaginativo; este aspecto de la cuestién ne es nada propio de la
légica, sino de la psicologia. Mas el paso imaginativo hacia la hipétesis
utiliza algo que si es relevante para la légica: una relacion de ‘" 2 “p);
mientras que el esquema reductivo solo atiende a la relacién de p" a2 ¢, Ia
cual es una relacién deductiva, de implicacién. Ahora bien: seguramente la
relacion que més importa aclarar para entender la induccidn es precisa-
mente la relacion de “g” a "p’ que subyace al paso imaginativo de lo cono-
cido a lo hipotéticamente afirmade, de la informacién — como diremos en
adelante — a la hipétesis. —

En los primeros afios del anélisis moderno de la induccién, B. Russel
indicé que el paso por una forma "p— ¢ (hipétesis implica informacién)
es muchas veces ocinso y redundante, si es que realmente se amplia el
concepte de induccién para incluir en €l toda inferencia no-deductiva, Su-

. ;
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pongamos, dice Russell, que se quiera justificar la sfirmncidn "Sderatos es
mortal” (*r) partiendo del conocimiento que tenemos accren de hombres
que han muerto, La situacidn no es deductiva; es por tanto inductva,
La concepcién tradicional del uso de la induccién v la doduccidn en el mé-
todo cientifico afirma 7, “Séerates es mortal, pasando por “todos los hombres
son mortales” ("p’). Pero “p” es un enunciado inductivamente shtenido a partir
de un conjunto {o conjuncidn} de enunciados: ‘2 murid’, b . stc., con-
juncion a la que Hamaremes "¢’ v que no agota, como es natural, Ja clase
de los hombres, porque si la agotara ya estarfa dicho en Iz
que Sberates es mortal, pueste que wno de los enw {
murid”. Pero entonees, si ‘P’ no sirve para aumentar la “certoza” de 7, por-
que ‘P’ mismo no es “cierto”, sine inductive, gpara qué dar el rodes por P’
para inferir “'? M4s sencillo es admitir que la verdaders inforenria es agui
de "¢’ a °r, una inferencia sin ninglin momento deductiva, | 43 en una
relacién propiamente inductiva de la informacién, w,alah 4, la
cual es, por cierto, atin menos general que la informacitn

Esta discusién permite concluir: 1.9) el esquema redy

, inspirade en
ate de ma-
nifiesto la relacién inductiva de la informacién a la hipdtesis; 2.9 aunque
sin duda presente en la induccién que busca hipétesis ex
fentmenos observados v expresados en la informacién, g, 1
ductiva p —> g de la hipétesis a la informacién no parece un o
sario de la situacién inductiva (en el sentido hoy generalmente admitido del
término ‘inductiva’ (== ‘no-deductiva’)), micntras que en toda situacidn
inductiva se encuentra, naturalmente, una relacién pro wents inductiva
de la informacién a Ia hipétesis,

Budolf Carnap, aclarando nociones que habian aparecido 2
en la tecria del cdleule de probabilidades, ha abiertc una nuc
el andlisis formal de la induccién al entender la relacié
informacion 2 la hipétesis como una relasidn de confirr La relacidn
inductiva de "¢ a ‘P’ es 12 medida en la cusl 'q" confirma a ‘g, indepen-
dientemente de que ¢ implique a suvez 2 "¢’ o no Io implinue, En efects,
el uso de la relacién inductiva de ‘¢" 2 “p’ en la ciencia ne sonone stempre
la existencia de la relacién deductiva de ‘P’ 2 ‘g, es docir, 1a verdad de
p-> ¢ Esto puede verse examinando la situacién que se da en los prin-
cipales géneros de inferencia inductiva. Carnap distingus o Ge ellos,
sin pretender que la divisidn sea exhaustiva. Pero es s para la
consideracién que tememos que hacer: i

la estructura deductiva del modus ponens, no pone suficiente

L. Inferenciq inductivg universal, — Bs unz de las dos fimicss
radas por la teorfa tradicionsl de la induccién. Consiste en :
formacién de que todos los miembros de una dase observada, v (o sea, todos
los individuos o hechos que tienen la propiedad de habher sido
vades, (7) pertenceen 2 lz clase § (tisnen la propiedad B, 2 la ofirmacién

19— rmTRODY a% a4 La Lboics
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de que todo individuo o hecho pertenece & 8 (todo individuo o hecho tene
ta propiedad B). La situacién es pues:

informacion, ¢: (x) [xey—x:8], o vy& B, o (x)[Gx— Bxl;
hipétesis, p: (W){xefl, 0 8=V, o {x)Bx

Es claro que en este caso vale p— g

LI{1} {z} Bx Rp
1.2{2) Gx RP
L3(1) Bx RE (); L1
1A(L, 9) Bz RAZ; L2, L3
L5(1) G — B RI->; L4

r L8(1) (=) [Gx— Ba] RI(); L5
L7 (x) Bx — (x} [Gx —» Bx] Ri—; L&

Un gjemplo de esta inferencia es la obtencitn de la ley de Boyle-Mariotte
seglin el ejemplo 26 (en un universo constituido por las masas de gas).

2. Inferencia inductive inversa. — s la inferencia por la cual se pasa
de la informacién de que todos los miembros de una subclase, v, de una
clase, 2, pertenecen a la clase B,ala hipdtesis de gue todos los miembros
de « pertenecen a f. Hsta inferencia, también contemplada por la teovia
tradicional de la induccién, es una limitacién de la inferencia inductiva
universal 2 un universo més reducido, la clase o. En ella vale también la
relacién deductiva de la hipétesis, ), a la informacién, ‘¢’, pues la situa-
cibén es:

informacién previa, ¢": v Ca, o (x) [Ga— Axf;
informacién, g: v CB o (2} [Gx— Bxl;
bipotesis, p: «C B, o (x)[Axr—> Bx].

Un ejemplo de esta inferencia es el anterior de la ley de Boyle-Mariotte
limitado al helio y en el mismo universo constitaido por las masas de gas,

3. Inferencia inductiva directa. — Es ésta una inferencia inductiva poCo
util y frecuente en la préctica, perc bien caracterizable en la tfeorfa.
Supongamos que se tiene informacién estadistica acerca de toda la clase
(poblacién) de individuos considerada; por ejemplo, que el 70% de los
miembros de la clase « pertenecen también a la clase 8. De esa informacién
puede pasarse a la hipétesis de que en una determinada subolase {(muestra),
. de Ia poblacién o se encontrard un 70 % de individuos que son tambiédn
miembros de 2. La situacién serd en este ejeraplo:
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informacidn, ¢: 70% de los ¢ son BayCo
hipétesis, p: 70% de los v son g
Aqui no vale ‘psy’, '

4. Inferencia inductiva predictivg. — Es In inforencia inductiva mas
importante en la prictica clentifica. Consiste en pasar de vna informacidn
sobre una muestra, A, de una poblacidn, o, 2 una aSnmacida Ripotética
acerca de olra muestra, -, independiente de la primera, de la misma po-

jemmlo: la informacién pueds ser gue gl 705 de los inmi-

blacién «. Por ej
grantes que viven em of distrite 117 da Barcelona son I« mos; vy la
hipdtesis puede ser que el 70% de los inmigrantes que viven en e dise
trito VII de Barcelona son levantinos, Cuando la segunds muesiva es
m solo individuo o hechs, se tiene I situacidn del caso 1: discutido
por Russell,

Tampoco en esta inferencia ests implicita la relacién
de la hipétesis a la informacién. La situacidn puede do
anterior ejemplo, como sigue: )

informacién, FBC oAy Caa@nNy=AAT0% de los 8 son g

hipétesis p: 709 de los T oson &

3. Inferencic inductica anafdgica. — Tiene la misma e ita gue la
anterior, pero las dos muestras son de un solg individus cada une, Tammoen
en ella vale ps g, )

Para cada una do las tres infersneias Inductivas en las que no vale p-> ¢’
puede construirse una implicacién ‘o’ — ¢’ modificando Ia ki B
universal. Pero entonces, naturalmente, se estd en el caso de I
universal ¢ inverss, Efemplo para la mferencia predictiva;
T A s X, 7 i
hipétesis modifcada, P Iy Cu—~T70% do los v son &1

iz

: inductiva

“aoconfirma
7 es Iz rela-
n, ¢ en los
asa  relacidn
de toda infe-

Este examen de las principales clases de inferoncia
en la opinién de que lo principal del problema de la indwecs
cién inductiva, o de confizmecidn, que va de la informact
anteriores ojemplos, a la hipdtesis, . 81 simboliza
por ), podemos representar del modo siguiente el sgr
rencia inductiva: .

q—)p
q
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La relacién en que se basa un paso inductivo es entonces expresable por

{9 q—=)p,

andlogamente a como la relacién en que se basa un paso deductivo es expre-
sada por ‘g — p'. Bl que, ademads, valga "p—¢, la implicacién de la infor-
macién por la hipdtesis, es inesencial, salvo para caracterizar las inducciones
inversas (universales o restringidas), Unicas consideradas por la tradicién
con el nombre de “induccidn incompleta”

183, La posibilidad de una légica inductiva segun Carnap. — A pro-
pésito de la deduccién y de la induccién hemos distinguido entre pasos
(u operaciones) y relaciones en que se basan esos pasos. Asi, en el caso
de la deduccién, tenemos, por una parte, el paso de ‘g’ a ‘g,

(10) [p—=>glipkg o

P—9q
F

q

y, por otra parte, la relacién de implicacion

(11} (p—qlap—gq.

El paso deductivo es una aplicacién de Ia relacién de implicacion, mien-
tras que la relacién misma de implicacién (11} es sobre todo de interés
tedrico. Cuando uno deduce en la praclica, wsa la relacién (11) en un
esquema (10). Cuando uno estudia teorfa idgica se interesa por saber si (11)
es o no una verdad formal, Hablando restrictivamente, lo relevante parz la
teorfa légica es la relacién (11), mientras que la operacién (10} es de interés
metodoldgico: interesa propiamente a la metodologia de la deduccidn.
Precisamente por eso el resultado de (10), que es ¢, sdlo es vilido si
valen ‘p— ¢  y ‘P, mientras que la afirmacién (11) es véalida en cual-
quier caso, aunque p—>¢  y ‘P sean empirica ¢ formalmente falsas.
El esquema operativo (10) tiene pues que ver con la experiencia de un
modo directo. La relacidn (11) no, sino solo del modo indivecto en que las
verdades formales tienen que ver con la experiencia (cfr. 7).

Esa misma reflexion es aplicable al caso de la induccién. Para el paso
inductivo de ‘p" a “g, por ejemplo, se tiene una relacién

(12) [p—)glap—)q,

de la que podemos decir que ella serd lo relevante para un estudio formal
tedrico de la induccion.

i
¥
i
3
]
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. szL conjuncién (4), que significa Ia copresencia de la relacién v la
miorinacion, no tiene ningune pecnliaridad: es la misma en la induocién
?uz e(? la deduccién. Por eso la relacién que importa 2 la teorin Iogiea de
a deduccidn es It ada por 3’ nhido miphiencid
» Cond{;ézléjs Iévexprei’s@di Lﬁoif?in»g ){en Eﬁ sentido de fmplicncitn, o sea,
al universalments vilido a gue importard a una posibl
teoria légica de Ia induceidn o I teprosentada por ). oo Horie
a log A mduceidn s ia representada por ). Las f&rmulas
relevantes son pues, respectivamente:

(13) p—q,
(14) P—gq.

Abora bien: si existe una teorfa formal de la il

teorfa 1égica de la deduccidn, jpor qué ne podria existir
~ ra . = .

de —}? La légica inductiva de Carpap, cuye programa va
ahora brevemnente, es una teorfa formal de -3, de la rela
macién enire enunciados,

La relacion de confirmacién se diferencia de la rols :
de 1mgl}cacm’n, ante: todo, porque no puede dar lugar a un asquema de
operacidn analogo al deductive. Por efemplo, un esquerna

cifn, que es la

0 teoria formal
& considerar

N

representa una operacion injustificable, pues la relacién —) no es la relacién
de implicacion, de modo que 9" no “acarrea necesar: te” a ¢’y como
suele decirse tradicionalmente, o afirmado por induce
“con certeza”. Podrfa pensarse en un esquema que
mente las operaciones inductivas; por efernplo, un e5g
férmula de cuya tiltima Hnea estuviera afectada por
indicara “sin certeza”: i

e afirmorse
més fel-

aTIoTs

ativo la
ole que

et

no

p—gq
p

) q

T . . N . I

L& comparacion de este esquems (que més adelante shandenaremas,
por poco adecuado adn) con el de las operacionss de w5 fHustrs de un
é'noda nuevo la d;feregmia principal que antes hemes visto entre uno y otro;
induccién y deduceidn, como tode operacién y & Jif a de la teorfa
iegzcef, parten de unos da%oi de becho, a saber: que va s detesminadas
premisas, Pero, sobre esa base, la operacidn deductiva ohticno una afir-
macion “cierta”, sin cualificar; mieniras que la operacidn inductiva obtiene
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afirmaciones “inciertas”, cualificadas. ¥ como las operaciones se basan en
las relaciones respectivas, esa diferencia sugiere lo siguiente: la relacién
deductiva (o implicacién} es una relacién de necesidad, por asi decirlo, una
relacién sin excepciones y por la cual el miembro relacionante {(antecedente)
acarrea consigo el miembro relacionado (consecuente), de modo gue puesto
el primero estd ya puesto el segundo. Esto no ccurre en la relacién inductiva
(confirmacién). Mas, por otra parte, la relacién inductiva tiene algtin peso,
puesto que a través de ella la informacién confirma la hipétesis. Podria,
por eso, decirse que la relacién inductiva rinde imperfecta o parcialmente
lo que plena y perfectamente rinde la implicacién: Teva de algin modo
al consecuente inductivo, Yo confirma, aunque “sin certeza”, Por esta razén
indica Carnap que la relacién de confirmacidn puede entenderse como una
relacién de émplicacidn parcial,

Como se recordara por la logica de clases, una propiedad monddica
corresponde a una clase, v la implicacién entre propiedades monddicas
corresponde a la inclusién entre las dos clases respectivas. Esto nos va a
permitir aclararnos provisionalmente con unas Bguras las situaciones de
implicacién y de implicacién parcial. Sea la implicacién

(15} {(x) [Px > Qx].

Llamemos ‘¢’ a la clase asociada & ‘P’ y ‘8 a la clase asociada a . La si-
tuacién recogida en (15) puede también expresarse por

{16} & C 8, o por
(17) () [xee—>xepl

La figura 1 la representa:

Fra 1

Supongamos ahora que se tenga la afirmacién adicional

(18 gea, o Pa
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Entonces la inclusidn de @ en 8, o la implicacién de %" por P, justifica
el paso deductive a

{19 2ef, o Qa

La situacién quedé ya representada en la figura 1.
Pasemos ahora a la relacién inductiva entendida como reln de im-
plicacién parcial. Que “Px’ implica parcialmente a ‘0% puede entenderse

T‘T"f‘v\
s —
k)
4
)
=
=
%
1 -
Fre, 2

en el sentido de que o estd parcialmente contenida on A
Esta situacién puede expresarse en el lenguaje de 1a 16

ca de clases por

(20 «nNf=%A, o por
an flaen g, o por
{22) Hyfxeaaxs 51

Elegiremos (20).
Supongamos ahora que se tenga la misma informacién adicional que en el
caso anferior, ¢ sea

(18} 2ea, o Pa

Esta vez (18), junto con (20), no basta parz legitimizar el paso a (18) pues el
individue ¢, que segin (18) es un ¢, podria perfectar ser unc de los
miembros de « que 1o son miembros de g, es decir, un mirmbre de la
clase @ N — B, que es una subclase de @, como puede aprociarse en la fign-
ra Z. Pero es clato que ¢ podria ser también un mismheo de la clase « N 8,
que es también una subclase de & v en este caso voldvis (19). La tarea de
la légica inductiva consiste, entre otras £osas, en pre el sentids de esa
expresién “podria ser’, al modo como la Idgica deds
de expresiones como ‘acarrear necesariamente’ (e i
mostrando que ‘necesariamente’ no Hene on ese usc 1 nguna fcacion
empirica o material. ] programa de la iégica inductiva de Carnap aspira
a precisar esa frase, o la “fncerteza” de los resultados ind

Hvns, absirg.
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yvendo de la relacién de confirmacidn, —), una funcién de confirmacién, c.
Se trata de obtener la teoria de un concepto cuantitative de confirmacitn.
En las siguientes secciones estudiaremos dicho programa, pero antes vamos
a hacer una reflexién preliminar acerca de cémo puede, en general, cuanti-
ficarse un concepto logico como el de confirmacion.

Suporgamos que en la situacién de implicacién parcial entre ‘Px’ y “Q«
descrita por (18) v (20) y representada por la figura 2, se ignora la locali-
zacion del punte que representa al individuo a, miembro de «, pero se
cuenta en cambic con la informacidn adicional de que la clase a tiene
100 miembros, 7¢ de los cuales lo son ademés de la clase 8; escribiremos
abreviadamente:

{23) 70 de los 100 « son 3.

Sea ahora la hipotesis

(19} asfi, v Qa

De acuerdo con el andlisis de la induccién visto hasta aqui (19) no es una
afirmacion “cierta” en base a (18) v (20), sino “incierta”, cosa que expre-
sabamos por

(24) —jasB, o —)Qa.

Si la notacion de (24) tuviera buen sentido, entonces, con la informacién
adicional, (23), de que ahora disponemos, a saber, que 70 de los 100 miem-
bros de « son también miembros de 8, seguramente tendria sentido sustituir
nuestro simbole de “incerteza” por “70%, por ejemplo, o por “7/10, ¢
por 0,7, Pero en realidad una expresién como

{25 TW%aep, o 7/10aeB 0 0T7acp, o T0%0a, ete,

no hace buen sentido. Pues del mismo modo que, en cilculo de probabili-
dades, la afirmacién de que la probabilidad de la hipétesis ‘g respecto
de una informacién p’ es 0,7 no tiene el absurdo significado de gue de cada
diez veces que afirmemos ‘g’ siete veces vaya a resultar verdadera vy tres
falsa, asi tampoco 0,7 a ¢ 8 puede querer decir ol absurde de que de cada
diez veces que tomemos el individuo e siete va a resultar ser miembro
de 8y tres no. Mas como ese absurdo es le que parece indicar Ia notacién,
ésta resulta poco adecuada y hay que abandonarla.

La fraccion 0,7 no expresa la validez de la afirmacidn ‘as g, sino e
grado en el cual ‘ec g estd fundamentada por la informacién disponible,
o sea, por la conjuncidn de (18), (20) y (23). Lo que debemos expresar me-
diante alguna notacion adecuada es pues: la confirmacién de la hipétesis (19)
por la informacién (18) 4 (20)4 (23) es 0,7. Carnap expresa esto con la nota-
¢ién funcional siguiente:

i
@
]

© pues la pertenencia de un individuo & una clase es un as
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{26) e {(19), {18} A (200 A (23)) = 0,7,

0, lamando *¢" a la hipétesis (19} vy ‘¢ a la informacién, oo
enunciados {18), (20) vy (23):

(27 cfg, p) =07

En este punto son necesarias dos observaciones:

Primera: el concepte de confirmacién, de relacidn inductiva, results
coincidir con el concepto légico de probabilidad. Debe guirie ontre
concepto empirico y concepio 1dgico de probabilidlad oo se define
como la frecuencia relativa, entre los miembros de vna clase w, de una
determinada propiedad P. El segundo puede definizse prec
el grado de confirmacién de una hipétesis por una informacién. Razona-
miento inductivo es pues razonamiento por probabilidad
Segunda: la discusidn del ejemplo que nos ha lle

cifn de los

Bl or

} no puede

servir pava formular el concepto lgico de probabifidad, ni, por tanto, el
concepto cuantitative de induceibn; pues ha side procisaments un caso
empirico de frecuencia relativa (de la propiedad de mocer 4l

entre los miembros de la clase ), Bl partir do una discs
lo més facil intuitivamente. Pero a] hablar de classs, las
vas—el 0,7 del ejemplo — son datos empiricos, no re
no pueden servir para definir la funcidén £ como Foncién | i
por ejemplo, como se define una funcidn veritativa. Por eso el primer
problema que debe resclver uma Idgica inductiva es el de encontrar rela-
ciones medibles que no sean empiricas,

184, Deseripsiones de estade v Ambifos seménticas. — Acabamos de
ver que las clases, aungue son entidades muy cémodamente medibles (por e
nimero de sus miembros, por ejemplo), no son adecnndas para construir
funciones l6gicas de medici6n, sino sélo para construir finciones empir

o empfirico,
¢z para las ciencias
e madicidn, sin ser

-t

come el de todo discurso sobre clases que tenga in

reales. (Qué entidades pueder, entonces, ser objeto
ellas mismas empiricas?

El punto de vista lingiifstico en légica ofrece una rnst
este problema, del mismo modo que tambidn es Gl esclarecer la
deduccién. Dado un determinado lenguaje L, imaginomos una lista de
todas sus constantes individuales v predicstivas. Con esns suietos y esos
predicados pueden construirse todos los enunciados del | ngunje Lo(gue
sera, naturalmente, un leaguaje con un ntmero finito de constantes). Por de
pronto podemos construir todos los enunciados atémicos ¥ sus negaciones,
Llamemos enunciados bésicos a los enunciados atémicos ¥ & 5uS negac
Inaginemos ahora una conjuncién de enunciados bésicos en el gue estén
representados tedos los individuos del universe del discurse de L, es decir,

oy
7
o

4 de resolver
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en el que aparezcan todas las constantes de I, v solamente una vez cada
una. Una conjuncién de esa naturaleza se lama en la terminologia de
Carvap una “descripcidn de estado para el lenguaje L, pues describe una
situacion, un estado del universo del discurso de L. Por ejemplo, sea L un
lenguaje que tiene tres predicados sélo, r0j0’, “verde' y “dmbar’ ('R, ‘V,
‘A’) y sélo tres constantes individuales, ‘@, ‘%’ y °¢’ (nombres, por ejemplo,
de tres seméforos de un cruce compiicade). El universo del discurso de I,
es un “mundo” compuesto por los tres individuos a, b y ¢; sus estados son
distribuciones entre esos tres individuos de las propiedades rajo, verde v
ambar. Los siguientes enunciados son algunas descripeiones de estado
para L (no todas las descripciones de estado para L):

28 RBeaVbaAc {(Z:)
(29) Raa Bba Ac (Z:)
{306) Han BbaVe (Zazr)
(3}.) Aa a Vb A Be (ZIV)
efcétera,

Las descripciones de estado para un lenguaje L se excluyen unas a otras:

{32) Para todo lenguaje L, 51 Z, y Z,, son dos descripciones de estado

distintas, vale
o~ Z b Tl

Y la disyuncién de todas las descripeiones de estado para un lenguaje L
es exhaustiva, o sea, agota todos los modos posibles de presentarse el uni-
verse del discurso de L:

{33) Para cualquier lenguaje L, si Zy, ..., Z, son todas sus descrip-
ciones de estado, entonces la disyuncién
Ziviav.. . v7,
es formalmente verdadera.

La letra 'Z" usada por Carnap (en escritura gotica) para designar las descripciones
de estado es la inicial de ‘Zustend’, ‘estado’.

Las descripciones de estado son enunciados que describen situaciones
semdnticas. Con su ayuda se define ¢l 4mbito de un enunciado cualquiera
del lenguaje correspondiente. Ambifo de un enunciado X de un lenguaje L
es la clase de las descripciones de estado que describen situaciones semén-
ticas en las cuales X es verdadero. Por ejemplo, el enunciado de L

{34) Raa Ac

tene (suponiendo que ZiZiy fueran todas las descripciones de estado
para L, cosa que no son), el ambite {Z:, Zn}.
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ecir que (34) tiene el &mbito {Z;, Zu} es decir oue vale enonde el
universo del discurso se encuentra en la situacidn indicadsa por la desarip
cién de estado Zy, y también cuando se encuentra en la situacidn indicada
por la descripeién de estada Zyi. Por tanto, que vale cvande valen 7; o
Zm, las cuales no valdrin a Iz veg porque las descripol de estado son
mutuamente excluyentes. Ast pues, el dmbite de un enuneiado, gue homos
definido como una clage de descripoiones de estado, dehe ontenderse comao
la disyuneién (no la conjuncién) de dichas deseripeiones de exta

1

do. Al hablar
de 4mbilos pueden por tanto usarse indiferentemenis e lengusje de clases
y el de la légica de enunciades. Asf podemos escribiv

fmbite de X == imbito de ¥,

y estaremos entonces concibienda los dmbitos como clates de deserinciones
de estado; o
dmbito de X <> 4mbitc de ¥,

@1 cuyo cast estaremas concibiendo los dmbites come disvuncios
cripeiones de estado, Apdlogamente, decir que &l dmbito m estd incluide
en el &mbito n o5 o mismo gue decir que la disyuncifn formada por las
descripeiones de estado que componen ¢l PriTacro es p
cién de deseripeiones de estado en que consisis el
ahora, en vez de decir "¢l enunciado X vale cuande la . del universo
del discurse es Ia indicadsa por la descripeidn de estado Z,) diremos breve-
mente: el enunciado X vals para la deseripeidn de estadn 7.7

Los ambitos son susceptibles de medicitn, per eie
bastante claro el atribuir 2 un 4mbito con més descr incia
otro un valor numeérico mayor que el atribuido al segin
mos, atendiendo al anterior glempio, que el enuncind

(35) Raa Vb

e
v
s
g
@
i
5]
&
£
e}
5

(si la tabla Z;-Zr fuera completa) tendria un 4mbito — 121}~ menor que
el de (34).

Pero a pesar de ser medibles, los 4mbitos v Jas deseripoiones de estado
n6 son entidades empiricas, sine 16gicas (seméntioas): no son sfrmaciones
de que el mundo sea de tal o cual manera, sino descripcionas de estados
posibles del universo del discurso de un lenguaje dads; p no se
plantea Ia cuestidn de si son verdaderos o falsos, sino =4ln la de s son
(como enunciades) consistentes o no (‘posibles’). A partir de estas entidades
medibles, pero no empiricas, que son los Ambitos, paeden construirse fun-
ciones ldgicas de confirmaciin de un enunciado por ofrn,

La realizacion de este programa para lenguajes de verdadore ;
es decir, que cuenten con infinitos stmbolos individual 3y oom predicados
poliddicos para oxpresar relaciones, es diffeil ¥ no pucde ofin considerarse
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resuelta. Aqui vamos a estudiar un case de lenguaje muy sencillo, sélo para
poder apreciar las lineas generales del programa de Iégica inductiva de
Carnap y el tipo de andlisis de la induccién que fundamenta dicho pro-
grama.

Antes de enfrentarnos con nuestro ejemplo conviene insistir en que el
dmbito de un enunciado se define 16gico-seméanticamente, no empiricamente.
No nos hace falta saber empiricamente que Zy 0 Zy; son verdaderas o no
~--si describen o no el real estado del universo del discurse de L -~ para
poder afirmar que {Z;, Zy}, 0 Zyv Zy; es el Ambito de {(34) en L (si la tabla
Zy-Zyy es completa), Por tanto, toda funcién que se base en mediciones de
dmbitos serd de naturaleza légica, no empirica, Pasemos ahora al ejemplo.

Sea un lenguaje muy sencillo, I, que no consta mis que de tres sim-
bolos de enunciado, ‘p’, *¢’, ¥, v los functores veritativas “~, ‘v, ‘A’ Ese
lenguaje es muy pobre y simplifica uno aparentemente menos pobre: un
lenguaje con tres constantes individuales, ‘@', ¥, °¢’, y un solo predicade,
P °p’ traduce y simplifica edmodamente ‘P, por ejemplo. El resto de la
traduccién puede establecerse asi:

~Paer . p
Pherq
~Phes g
Feerr
~ Poer LT,

%

Un lenguaje como [ puede servir, por ejemplo, para describir situa-
ciones en un tablero de control de una estacidn del metro con tres vias y
un Gnico sentido de circulacidn de trenes por cada via. Cada una de las
vias tiene una sefializacién para indicar “via libre’ 0 “via cerrada’ a los con-
ductores de tren. En el tablero de control hay tres bombillas, cada una co-
rrespondiente a una via. Una bombilla est4 encendida cuando su via corres-
pondiente estd libre, y apagada cuando su via correspondiente estd cerrada.

Las descripciones de estado, Z;-74 para [ son

{36) DAGAT {Z:} (las tres bombillas encendidas: Paa Phba
A FPe).

{37) ~AGAE {Z2)

(38) PA~GAT {(Zs}

(38) ~pPheogar {2y

(40} PAGA~T {(Z5)

@) ~paga~r (Z)

(42) PhoQh~t {24}
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{43) P A~ G A~ {Zg) (las ires bombillas ans

El enunciado
{44) Dhg,
por ejemplo, tiene en I el dmbito
R={Z,, Z. |
Escribiremos:
B{43) = {Z,, 75}, o también

R(43) © Z1 v Zs.

%
i

"R es la inicial de ‘range’ (inglés) v “Rang (alemén)
Ahora debemos fjarnos en un sencillo metatearema ue

- es fundamen-

todo enunciado, X, de un lenguaje L hay un d4mbito, B{X), tal que X equi-
vale formalmente a R{X} en L (concebido como disyuncidnl. O sea:

(45) (X)IR X < B{D].

En nuestro lenguaje [ (45) es de comprobscién mwy trivial: dado un
enunciado cualquiera de I, puede establecerse sencill ¢ en una tabla
veritativa la equivalencia dal mismo con la disyimeifn de descripoionss de
estado que es su ambito. Ssa, por ejemplo, el enunciade de i

(48) ~ P ¥ q,0P-> g, si ya se ha introducide "= por definicidn,

Su dmbito es £ v Zov By v Bev Lav Za.
Con una tabla veritativa puede comprobarse la equ
¥ esa disyuncién.

a entre {46)

135, Funciones logicas de meodicidén. — Las hun
a Tunciones de medicidn de dmbitos, se basan en la
numéricos a las descripciones de estado.

nos m de Carnap,
én de valores

sis de los len-

7 as pr omes gue
dn m {'m’ lating) que aqui

de medicién de Camnsp.

estado tiene que hacerse con basiante complicaci
aqui pasaremos por alio, Por ese la funcidn de med
usaremos no debe confundizse con la funcidn rzg

Una funecidn de medicidn, m, para nuestre lengonie | serd una funcion
de un solo argumento, Sus argumentos sor los envmoiados de L Sus valores,
por adecuarse con el uso corrionte en el cdleule de prohabilidades, serdn
nimeros racionales de 0 a 1, ambos comprendidos.
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La definicién de m exige atribuciones de valores a las descripciones de

estado. Estableceremos para nuestro ejemplo la siguiente regla de defini-
cién de m:

(47) (1) Para toda descripcién de estada, Z,, de I}
m(Z,) = 0,125 (= 1/8).
(2) Para toda disyuncién de descripeiones de estado distintas
en L, Zyv.. . vZ;{1 =47 =8),
m{Zev v Ly = m(L) 4 . -+ m{Z;},
La atribucién del mismo valor a toda descripeion de estado, como aqui hace-
mos, e§ precisamente la simplificacién que no puede hacerse si de verdad se

quiere construir un sistema de logica inductiva capaz de recoger la situacién
efectiva en los lenguajes de las ciencias reales,

La anterior definicidn de m nos permite caicular valores para dmbitos

de L Por efemplo, un dmbito compuesto por dos descripciones de estado
tendrd por m el valor 0,25 o 14.

Ahora bien: segin el teorema (45), todo enunciado equivale a su dmbito.
Consiguientemente, la funcién m atribuye valores a los enunciados de 1.
He aqui alguna ofra consecuencia de la caracterizacién de la funcién m:

{48) 51 X & ¥, entonces: m{X} = m{Y).

En efecto: e] dmbito de X equivalea X, yelde Ya Y. Por ser X <> ¥
se tendrd: B(X) « R{Y). De agqui: m{X) — m{Y),

(49) 5i X > Y, entonces: m{X) =< m{¥}.

Siempre que vale X, vale Y. Consiguienterente, ¢l dmbito de X Hene
que estar contenido, o equivaler al menos, al 4mbito de Y.

. (50) 5i X es formalmente falso, entonces: m{X) = 0.
Pues el &mbito de X no contiens ninguna descripeidn de estado.

{51) 8i X es formalmente verdadero, entonces: m{X) = 1.

Pues el &mbito de X contiene todas las descripeiones de estado para L,

{52) Si X no es formalmente verdadero ni formalmente falso, en-
tonces: 6 < m{X} < 1.

For (80) v (51).
{83) mi~ X} = L m{X).
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Por (2} de (47), m{X v o X} == m{x) b X3 Por (81}, mX v
Voo X3 = 1. De agul (33).

(54) M{X v ¥} = m{X) + m(¥) e m{Z A ¥).

Hay que restar m{X a7 porgue si no se suman dog veces los valores
de las descripciones de sstado gue pertenceen a la ver al Ambito de X
y al dmbite de V.

(85} 31 ~ [Xa Y], entonces: m{X vV} == m{X} m{¥}.

Yor (34). (85) es siempre el caso si X e ¥ son o3 de estado.

(56} X AT = mdXs + m{¥y — miX v ¥

ambién los va-
on sdle al dmbito
an séla al Ambito de

Hay que restar m{X v Y} porque s no se =
lores de Ias descripciones de estado gue 7
de X [pero no al de X 1Y) y de las que perienc
Y (perc no al de X 4 Y.

Utilizando la funcién de medicién m se define la funcidn de confirmacién c.
Antes de considerar esta funcifn ¢ puede ser Gtil parafras
la definicién de la funcidn =, describir qué es lo me
por m es el ambitc de los enunciados de un d >
nuestro ejemplo, del fenguaje I. Bl dmbito de un e X s, por asi
decirlo, su alcance semdntico, la probabilidad de ser v oo, de guedar
satisfecho o cumplido en el universo del discurso del fonmnic de que se
trate: su “frecuencia relativa”, podria decirse, pove no en el munde real,
sino en el mundo seméntice de la consistencin (p
de la légica inductiva de Carnap puede caracterizarse intuitivame
ciendo que en ella so construyen, en base a funciones de madicién, m, gue
sirven para cuantificar probabilidades de ser satisfechos los emimcindos de
un lenguaje por refercncia al universe del discurso do sse tonguafe, otras
funciones, ¢, funciones de confirmacién, gue sirvenm para ¢ ificar la pro-
babilidad que tiene un enunciado de un lenguaie de ser satisfacho no ya
respects del universo del discurso en general, sino respecto de la situacidn
de ese universo del discurso descrita por un enuncia evio, Hamade in.
formacién: esta probabilidad es of grade de confirmacién del primer enun-
ciado por el segunde.

iengusie, en

]

186. Funciones de confirmacién, - Con ayuda de la funcitn de medi-
cibn, m, puede definirse una Funcidn de confirmacién, o, v de dos ar-
gumentos (los cuales son =nu dos del lengusaje de que se frate, { en nues-
tro caso) y cuyos valores son ufimeros racionales de § a 1, ambos eom-
prendidos.
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Por el hecho de haber escogido, de entre las varias posibles funciones de me-
dicién, una funcidn m muy sencilla gue no responde a las necesidades de una
teorfa capaz de recoger la real argumentacién inductiva de Jas clencias, tam-
poco la funcién ¢ que vamos a definir serd capaz de ello. Serd, como m, ftil
stlo para ilustrar la naturaleza de una teorfa logica de la induccion.

Definicisn:
{57 Para tode par de enunciados de [, X ¢ Y,
m{XaY)
K Y) =g,
o ) = m{¥)

En esta notacién - que ¢s Ia de Carnap — X es Ia bipétesis formulada
en base a la informacién Y. o(X,Y) tiene como valor un ntimero racional
de 0.2 1 que cuantifica la confirmacién que ¥ presta a X.

Para hacer plausible la definicién (57) nos fijaremos en alganas conse-
cuencias de la misma que armonizan bien con la idea intuitiva de confir-
macién de wn enunciado por otro. La definicién quiere decir que el grado
en que Y confirma a X se entiende como la razén entre la probabilidad de
que X e ¥ valgan juntos en !y la probabilidad de que valga simplemente ¥
{en I). Dicho menos imaginativamente: como la razén del valor del 4mbito
de X AY al valor del ambito de Y. De aqui se desprende:

1.°) En el caso de que siempre que valga ¥ valga X, por darse

Yer X,
0o Y= X,
se tendrd:
(X, Y) =1.
s que entonces el paso de ¥ a X es deductivo: se ticne entre Y y X
la relacién deductiva de implicacién plena. Y es muy natural dar a esta
relacién el valor méximo de confirmacién, o sea, 1.

2.%) 51 X e ¥ nunca valen jurttos, o, o que es lo mismo, si nunca vale
X a¥, su dmbito es vacio y m{XaY)=0. 5 al mismo tiempo m{¥} > ¢,
se fendri: '

C(X, Y) = (.

Es que en este caso X ¢ ¥ son incompatibles, mutuamente excluyentes,
Y también resulta natural tener en este caso que la confirmacién de X por ¥
vale .

3.2 Por tiltimo, es claro que XY no puede temer un 4mbitc de valor
superior al del dmbito de ¥, sino, a lo sumo, igual, Por tanto, no ocurrira
para ningin X y ningdn Y que e(X, Y} > 1. Y también es natural que no
haya confirmacién més fuerte que la implicacién plena.
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Esas tres observaciones pueden bastarnos para 2
de la definicidn (57). Hay, sin embarge, una sit
queda sin delinir: es el caso de que ¥ sea formalmonte &
¥y = 0. Para definir. con uele hacer adiants
TR == U Fara celinin, como suele hacerse, modiants
funcidn para esle caso, se presentan dos posibilidades
sibles; usando “F” en vez de ‘Y, para recordar la sit
malmente falss), podemos optar por una de las dos conv

a plangibilidad
a cual o(X, ¥}

&5 entonces
omvencidn la
it plau-
{que Y es for-
o5 siguientes:

X, Fy =10,
{58) (X, Fy = 1.

=¥

(58} parece més conveniente, porgue alude al hechs de que entre F v
cualquier enunciado media una relacién practica de deduetividad. Dor 1
gica deductiva conocemos Ia regla de que “de lo falso se sigie cualoguier
cosa .

Andlogamente a como hicimos con la funeién M, Dodemo;
presentarnos intuitiva ¢ imaginativamente qué es lo que se mide con c.
Un valor de ¢ es un cociente de valores de m. For tantn, un cociente de
probabilidades respecto de un universo del discurso, i
lenguaje que tiene que estar precisamente dado en cada case. El dividends
de ese cociente es el valor del 4mbito de la conjuncidn de la hipdtesis y Ia
informacion, o sea, la probabilidad de esa conjuncidn cote del univer-
so del discurso supuesto. Bl divisor, aquello respecio de lo cual se estima
aquella probabilidad, es a su ver el valor del dmbito de Ia Informacién,
esto es, la probabilidad de Ia informacidn respesto del univorso del dise
curso. Por tanto, la relacitn de confirmacién puede imags ome la pro-
babilidad de [la conjuncién de la informacién v] la en aquella
situacién del universo del discurso en la cual queda satisfechs la infor-
macidn,

: tambifn re-

3
pl

oo

107. Idea de vma Igica inductiva. — La cuantifoacién de la relacidn
de confirmacion por la funcidn ¢ puede ser objete de un estudio formal,
exactamente igual que la relacién de implicacién en T4gic zotiva. No se
hace, en efecto, recurso a nada empirico cuando se hahbl confirmacién
en el sentido de Carnap, sino sélo a relaciones entre walores de Amhitos de
enunciados. He aquf algunos ejemplos de teoremas de una teoria de la fun-
cidn ¢, que es una teoria formal de la relacién de confirmncidn ¥, por fanto,
de la induccidn. Los siguientes teoremas valen para cunlesguiers enun-
clades, X, ¥, W de L

(59) 0=,V =1,
{80) 5{ ¥ -» X, entoncas: (X, ¥} = 1.
(61) 51 X es formalmente verdadero, entonces, pard fadn ¥;

(X, Y} =1 (por (B0).

20, e INTRODUCCION 4 LA LOGICA
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62} §5i X & W, entonces: of{X, V) = c{W,Y}.
1.0s anteriores teoremas se desprenden de las definiciones de m y de ¢.

(63) (X v W, Y) =X, T} + c(W,Y) —c(Xa W, T}

Pemaostracion:

. m{XvW]lalY) ‘
c(XvW, Y} = D) , por def. (57}
= mAXA Y]y (WA YD , por légica deductiva.
m{¥}

_ m{XaY) MW aAY)—m{[XaY]a[Wa¥]) . por (54).

- m{¥)

_ X aYY -+ m{WalY)e m{XaWal) . por lég, deduc-
tiva. m{Y}

X A Y} m{W aY) m{XaWal}

R m(¥) m(¥)

=X, T) +oelW,Y)— c(XaW,Y), por del, (57).
(64) (X AW, Y) = (X, Y) X o(W, XaY)

’ Demostracién:
: Way
cgmanxﬂgiﬁlimuwwm.
MmXaWaY)xm{Xa¥) multiplicacién de dividendo
- m(XATY) X mA(Y) y divisor por m (X a¥}.
m{XaY) m{(XaWal)
m {Y) m{XaY)

= ¢ (X, ¥) X ¢ {W, XaY), por def. (87).

(63) v (64) corresponden a los tcoremas ge{lerales de aéici;én ¥ multipii.c’a-
cién (respectivamente) de la teoria de probabilidades. La teorfa de }a. relacidn
de confirmacién, o légica de la induceidn, suministra el fundamept{} Io.glco' fie la
teoria de la probabilidad. Tal es, precisamente, el sentido de In investigacién de
Carpap.

Antes de terminar con vnas dltimas observaciones el tema de la logica
inductiva, apliquemos a un par de envnciados de nuestre lenguaje I lo visto
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)

[#28
~

(]
6,

hasta aqui. Queremos averiguar el valor de Iz confirm

n de la hip
‘g -+ 4" por la informacidn D gar.

18

Informacitn, ¥: psgar o sea, ~ v lgarl

Hipdtesis, X:

G=>7, 0 ses, ~ VL

m{lgyrlalepyigarl])

D < pv g arD)

Ml gy )bl py lgar)—m{l~gvilv fpvigar]]
mi~pvlgar])

G5/8 + 5/8-—7/8
= = 4/5 = 0.8
5/8 /e

El fundamento de Ia sfirmacién de esos 4/5 o 0.8 en i g8 que ‘g ~» " queda
satisfecho en 4 de las cinco descripciones de estado en que gueda satisfeche
‘D gar.

Recapitularemos Io principal de las comparaciones que hemes ido bacien-
do entre logica deductiva y légica inductiva:

Ante todo, las dos son teorfas formales basadas en el co cepts semdntien
de dwmbito. Estudian relaciones entre dmbitos de onu : o de impli-
cacion plena, o deducibilidad (confirmacién iguat a 1) v Ja de implicacitn
parcial, o relacién inductiva (confirmaciér menor que I). Las expresiones
‘Ibgica deductiva’ v “ldgica inductiva’ son en gor impropias, deberfa més
bien decirse: “andlisis v teorfa formal de la ded
formal de la induccién’. Esta natwraleza formal es lo o
en comdn las dos teorifas,

Sélo en segundo lugar debe apreciarse, desde un 1
su principal diferencia, que consiste en lo siguients: el
formal de la deduceién justifican en la practica del
cion de enunciados plena o deductivamente implis
dos que se admitan como verdaderes, El paso ded:
estd formalmente justificade. En cambio, el paso p
oflX, Y)=ne¥ a X “con la corteza »” 1o lo estd ni #
Do es un valor propio o una propiedad intrinseca de X
tene sentido respecto de la informacidn Y. Por osta
induceidn no puede construir cdlenlos o alg
siones que sean sdlo hipdtesis, sin alusidn a + )
fque un tipo de algeritmo andlogs existe para In dedn
una diferencia calculistica entre la deduccién v Ja ind
eso no excluye toda formalizacién o algoritmiz:
induccidn: significa shmplements que los resultados que Ay

wwipal que tienen
Ha

7 de vista 16gice,

tlisis v la teoria
ienta Ia afirma-
ofros enuncia-

sontido, Pues »
s que st use stlo
in Iz ¥gica de la

inistyen conche
1, mientras
sto constituye
‘u {cir. 28). Pero
de la tecrfa de la

un algoritmo
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en la teorfa de la induccién se basaran siempre en enunciados atémicos de
la forma ‘¢(X, Y) == n’, y no de la forma X oY

Esta diferencia, aunque importante en la practica, es secundaria desde
un punto de vista de teorfa légica. Se presenta en la aplicacion de la teoria
logica, o sea, en la doctrina del métode. Desde e punio de vista tedrico,
lo esencial es que el objeto de la teoria formal de lz induccién es una rela-
cién lbgica {seméntica) entre enunciados, igual que el objeto de la teoria
formal de la deduccidn.

La naturaleza légica de la teoria de la induccion no queda, natural-
mente, perturbada por la cuantificacion del concepto de confirmacion.
Pues los teoremas de la teoria de la induceion -— por ejemplo, (63) o (64 —
20 Henen como valor ningén nitmero racional entre 0y 1, come las relaciones
de confirmacion de que hablan esos feoremas, sino (ue sou formalmente
verdaderos. Y un enunciado que se pretenda afirmar como teorema de la
teoria de la induceién sin serlo, serd formalmente no-verdadero. Los teore-
mas de la logica de la induccién hablan de valores de confirmacién; pero
ellos mismos, si realmente son teoremas, son formalmente verdaderos en
base a definiciones y a teoremas de la logica deductiva, También puede
decirse que, como éstos, tienen la confirmacién 1.

La teoria légica de la induccion no ha llegado atin, sin embargo, a alcanzar
Ja solidez y el consenso universal con que cuenta la teorfa logica de la deduceibn.
Tncluso la construccién més adelantada, el sistema de Carnap, estd atn en vias
de perfeccionamiento y no es compartido por todos los autores, aungue son ya
una minoriz los que siguen considerando imposible o superfiuo un tratamiento
formal de la induccién.

Dehe indicarse, par Gltimo, que, con posterigridad & la primera edicion de
su estudio sobre la Mgica inductiva, Carnap ha prelerido dejar de hablar de ‘con-
frmacidn’, para expresarse en términes mAs matemdéticos (temados de Ia teoria
del chlculo de probabilidades).

RELACION DE TEOBEMAS

La cifra en negritas que sigue a I erencia del troy

indica el niimero del epigrafe bajo el cual se infroduje el i

Del (TED) al (TELS)
Del (TP16) al (TP2Y)
(TES0) v {TE3T)

REGLAS AUXILIARES

que se encuentran aludidos en lugares distintos de los de su introduceién

ma o la regla
ema o la regla.

54.
: BE.
.

5%,

. BB
: BE.

38,
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